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Введение

Общая теория относительности (ОТО) за последние 100 лет множество раз была под-
тверждена и лабораторными экспериментами, и астрономическими наблюдениями [1]. Од-
нако, нерешённые проблемы с тёмной материей и тёмной энергией, в качестве одной из
стратегий, диктуют необходимость модификации ОТО [2, 3]. Примерами такого подхо-
да могут служить f(R) гравитация, скалярно-тензорные модели, включая модели Хорн-
дески1 [5, 6, 7].

В соответствии с теоремой Биркгоффа наиболее общим видом сферически-симмет-
ричного, асимптотически плоского статического пространства-времени является метрика
Шварцшильда с добавлением в нее дополнительных параметров, которая в Планковской
системе едениц (G = c = ~ = 1) имеет вид [8]:

ds2 = ∆(r)dt2 −
dr2

∆(r)
− r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (1)

Любая расширенная теория гравитации в пределе должна давать метрику Швардшильда,
чтобы соответствовать наблюдениям в солнечной системе (Ньютоновский предел). Мет-
рическая функция этой метрики (1) в имеет вид:

∆(r) = 1−
2M

r
(2)

Для сферически-симметрических решений общего вида из моделей расширенной грави-
тации метрику Швардшильда можно, также, трактовать как воспроизводящую первые
члены разложения теории на бесконечности в ряд Тейлора. В качестве следующего шага
метрику Рейснера-Нордстрома (РН) можно интерпретировать как разложение вплоть до
членов, пропорциональных r−2:

∆(r) = 1−
2M

r
+
Q2

r2
(3)

Далее, расширяя допустимое пространство возможных значений заряда, метрику РН мож-
но использовать для описания влияния гравитационных полей из дополнительных изме-
рений из модели Рандал-Сандрум [9]. При этом вместо электрического заряда будет ис-
пользоваться приливной заряд (tidal charge). Параметр q = Q2/M2 для приливного заряда
может иметь любой знак, в отличие от электрического заряда, для которого он всегда «+».

1с учетом ограничений от GW170817 [4]

3



Тень чёрной дыры формируется за счёт фотонов, захваченных горизонтом событий.
Незахваченные фотоны формируют фон, на котором будет выделяться тёмное пятно, ко-
торое и называют тенью ЧД. Для вычисления размера тени необходимо решать задачу
рассеяния света на ЧД. Рассмотрение метрики РН в ее разных представлениях для объ-
яснения теней от черных дыр в настоящее время активно развивается [10, 11]. При этом,
данные по сверхмассивной чёрной дыре в центре нашей галактики (Sgr A*) [12, 13, 14]
параметризованы с помощью именно метрики РН.

Логично, что следующим шагом следует рассмотреть физические эффекты, могущие
возникнуть из добавления в рассмотрение членов следующего прорядка, пропорциональ-
ных r−3. Разумно рассмотреть такую метрику как модельно-независимый анзац, впослед-
ствии наложив ограничения на её параметры, исходя из эмпирических данных и, возмож-
но, связав с конкретной моделью. В [12, 13, 14, 15] предложено использовать наблюда-
тельные данные гравитационного линзирования и размеров тени ЧД Sgr A* для проверки
различных теорий гравитации, так как проекты изучения тени ЧД Sgr A* уже запущенны
[16, 17] и работают. Ключевой идеей такого исследования состоит в том, что для различ-
ных моделей гравитации форма и размер тени также будут различны. Далее, важным
параметром будет радиус последней устойчивой орбиты (ПУО), определяющий масштабы
орбитального движения. Ведь исходя из радиуса ПУО, вычисляется внутренний радиус
аккреционного диска [18, 19], который, в свою очередь, может быть получен из наблюда-
тельных данных.

Необходимо сразу отметить, что вращение ЧД в настоящей работе не учитывается.
Такое приближение в качестве простейшей модели мы считаем допустимым по следующим
причинам.

1. В разложении метрики Керра-Ньюмена вдали от ЧД угловой момент даёт первый
вклад в слагаемое порядка r−3. То есть, эффект от третьей поправки будет сумми-
роваться (или взаимно поглощаться) с эффектами вращения. Поэтому важно рас-
смотреть невращающийся случай, чтобы, в дальнейшей работе, корректно учесть и
вращение, и общий вид поправки третьего порядка.

2. Необходимо уже на уровне простейшей модели выделить такие наборы параметров,
в которых учет третьей поправки порождает уникальные конфигурации.

3. Предложенное рассмотрение даст корректный результат в случае слабого вращения
ЧД.
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Особенности модели

Разложение метрической функции ∆ до третьего порядка имеет вид:

∆(r) = 1−
2M

r
+
Q2

r2
+
A

r3
. (4)

Для упрощения использованы единицы, нормализованные на массу ЧД: r̂ = r/M , q =

Q2/M2, α = A/M3. В Планковская системе единиц (G = c = ~ = 1), параметры M ,
Q, A, r безразмерны. Такая параметризация позволяет редуцировать конфигурационное
пространство до двухмерного. Тогда, метрическая функция ∆ примет вид:

∆(r̂) = 1−
2

r̂
+

q

r̂2
+
α

r̂3
. (5)

Положение горизонта определяется уравнением ∆(r̂h) = 0. При этом количество корней
уравнения определяет количество горизонтов ЧД, физический смысл из которых пред-
ставляет внешний. Так как метрическая функция ∆ имеет третий алгебраический поря-
док, ЧД может иметь до трёх горизонтов. Если α = 0 и q > 1, функция ∆ всегда положи-
тельна, значит, пространство-время не содержит горизонта вообще. Для α ≥ 0 функция ∆

может иметь 2, 1 или 0 корней (в зависимости от значения q). Случай отсутствия корней
— это “голая сингулярность” (ГС), рассмотрение которой лежит за границами примени-
мости обсуждаемой модели. В случае α < 0 функция ∆ может иметь 1, 2 или 3 корня (в
зависимости от q) (Рис. 2).

Кривые перехода между состояниями ЧД с различным количеством горизонтов можно
получить решив систему уравнений:

∆(r̂) = 0,
d∆(r̂)

dr̂
= 0. (6)

Зависимость q(α) для системы (6) получена числено. Решения представлены на Рис.
1, 4. В точках, соответсвующих кривым, происходит слияние двух горизонтов в один. В
случае с α ≥ 0 должен происходить переход от чёрных дыр к “голым сингулярностям”.
В случае α < 0 происходит переход к более компактным ЧД. Его можно описать как
скачкообразное уменьшения радиуса внешнего горизонта.
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Рис. 1: Количество горизонтов черной дыры в зависимости от значений параметров q и
α. Верхняя кривая соответствует скачку радиуса внешнего горизонта и границе "голых
сингулярностей"(Для α ≥ 0) . Нижняя кривая – появлению дополнительных внутренних
горизонтов.

Рис. 2: График метрической функции ∆ с различными значениями q и α. 1)α = 0, q = 0:
Швардшильдовская ЧД. 2) α = 0, q = 1: ЧД до исчезновения горизонта. 3) α = 0, q = 9/8:
"Голая сингулярность". 4) α = −0.1, q = 0.89: 3-горизонтная ЧД. 5) α = −0.1, q = 1.1:
2-горизонтная ЧД до исчезновения горизонта. 6) α = −0.1, q = 1.2: более компактная ЧД.
7) α = −0.4, q = 1.33: 1-горизонтная. 8) α = −0.296, q = 1.33: конец кривой исчезновения
горизонта.
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Тень и гравитационное линзирование

Обозначим координату радиуса в картинной плоскости изображения ЧД как "D". Ве-
личина выражена в нормированных планковских величинах. Случай α = 0 соответствует
метрике РН и был изучен в статье [10]. Им была получена аналитическая зависимость
размера тени от электрического или приливного зарядов, имеющая вид:

D =

√√√√(8q2 − 36q + 27) +
√

(8q2 − 36q + 27)2 + 64q3(1− q)
2(1− q)

. (7)

Минимальный размер тени ЧД равен D = 4 при q = 1. Для случая q > 9/8 у объекта
отсутствует эффект тени (нет фотонной сферы). Но при q > 1 объект становится ГС.
Поэтому в модели РН тень исчезает только у ГС.

По аналогии с методом, описанным в [20], уравнение геодезических для фотонов, про-
летающих рядом с ЧД, будет выглядеть так:dr̂

dτ

2

+

1−
2

r̂
+

q

r̂2
+
α

r̂3

 L2

r̂2
= E2, (8)

dφ

dτ
=
L

r̂2
, (9)

где E — энергия фотона, L — угловой момент фотонного пучка, τ — аффинный параметр.
После подстановки (9) в (8) уравнение движения примет вид:

u(r) =

 dr̂

dφ

2

=
r̂4

D2
− r̂2

1−
2

r̂
+

q

r̂2
+
α

r̂3

 , (10)

где u = (dr̂/dφ)2, а D = L/E — прицельный параметр фотонного пучка. Он соответствует
координате на плоскости изображения. Функция u(r) зависит от трех параметров: D,
q, и α. Так как u = (dr̂/dφ)2, она может принимать только неотрицательные значения.
Поэтому, движение возможно только, когда правая часть уравнения (10) неотрицательна.

Край тени соответствует переходу на круговую фотонную орбиту. Система уравнений,
её описывающая, будет иметь вид:

u(r) = 0,
du(r)

dr
= 0. (11)
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Численное решение системы представленно на Рис.3. С увеличением значений пара-
метров q и α уменьшается размер тени D. Существуют такие значения q и α, при которых
решение обрывается.

Рис. 3: Зависимость размера тени D от q и α

Из Рис. 3 видно, что возможны конфигурации без фотонной сферы, переход к которым
в критических точках и назван исчезновением тени. Для ЧД он будет означать скачкооб-
разное уменьшение размеров тёмного пятна. Система уравнений для таких критических
точек имеет вид

u(r) = 0,
du(r)

dr
= 0,

d2u(r)

dr2
= 0. (12)

Численное решение (12) на конфигурационной плоскости представлено на Рис.4. Кри-
вые исчезновений тени и горизонта не пересекаются и могут быть продолжены только
в сторону увеличения значения α. Для неотрицательных α тень исчезает только у ГС.
Для (−0.296 < α < 0.00), тень также исчезает, но у ЧД с более компактным горизонтом
(r < 0.4). ЧД с (α < −0.296) будут иметь только 1 горизонт. А для α < −0.4 скачкообраз-
ного исчезновения тени не будет.

Заметим, что подход, описанный ниже, применим и для определения размера тени
вращающейся ЧД. Вращение деформирует форму тени. Но размер тени в плоскости оси
вращения не зависит от этого вращения. Поэтому, если наблюдатель находится на оси
вращения ЧД, для него тень не будет деформирована относительно невращающейся ЧД
[21].
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Рис. 4: Сравнение решений исчезновения тени (верхняя кривая) и исчезновения(скачка)
внешнего горизонта (нижняя кривая)

В результате добавления третьей поправки теряется взаимно однозначная зависимость
размера тени от параметров ЧД. Поэтому, одного источника данных, такого как размер
тени ЧД, становится недостаточно для определения параметров q и α.

Размер тени для критических точек исчезновения тени представлен на Рис.5. При
отсутствии заряда со знаком «+» минимальный размер тени достигает D ≈ 4.47 при
q = 0, α = 1.6.

Наличие фотонной сферы не является достаточным условием формирования тени в
виде пятна. Если уравнение движения (10) содержит дополнительный корень вне гори-
зонта, то свет может рассеяться под фотонной сферой, что приведет к формированию
тени в виде тонкого кольца и нерастянутого изображения самого объекта в центре. Появ-
ление дополнительного корня уравнения (10) является побочным решением системы (12).
На Рис. 6 представлена область параметров, где этот эффект может реализоваться. Одна-
ко, данный эффект происходит на масштабах, значительно меньше шварцшильдовского
радиуса, где использование данной метрики может лежать за границами применимости
модели. Поэтому сложно сказать о реализуемости данного эффекта на реальных ЧД.

Гравитационное линзирование даёт дополнительную информацию о параметрах мет-
рики, так как ЧД с одинаковым размером тени могут иметь различное внешнее поле,
действуя как разные гравитационные линзы. Для построения геодезических гравитацион-
ного линзирования используется уравнение движения (10). Нами численно была получена
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Рис. 5: Зависимость D(α) от α(q) критического размера тени.

Рис. 6: Область кольцевой тени более компактных ЧД. Верхняя граница — решение ис-
чезновения тени. Нижняя справа от точки — решение cкачка размера горизонта, слева –
решение появление дополнительного корня (10).
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зависимость между углом отклонения, параметрами q, α и положением звезды на изобра-
жении (выраженном через прицельный параметр). Для фиксированной звезды и фикси-
рованного размера тени была экстрагирована зависимость между положением звезды на
изображение D и параметром α. Две ЧД с одинаковым размером тени могут иметь раз-
личное значение α, при том, что все ЧД с заданным размером тени параметризованы α.
Случай α = 0 взят как начальная точка, от которой отсчитывалось отклонение положения
звезды на изображении. На Рис.(7) представлен график для параметра отклонения:

δ =
|D(α)−D(0)|

D(0)
(13)

для ЧД с размером тени D = 3
√

3, и углом отклонения источника света φ = π/2. График
показывает, что отклонение на три порядка меньше чем расстояние источника от центра
изображения. Для уточнения параметров ЧД посредством гравитационного линзирования
необходимоа точность как минимум на три порядка больше, чем для определения размеров
тени.

Рис. 7: Параметр отклонения δ = |D(α)−D(0)|/D(0) для ЧД с размером тени D = 3
√

3.
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Последняя устойчивая орбита

Радиус последней устойчивой орбиты определяет характерный масштаб орбитального
движения. Не существует устойчивых круговых орбит под радиусом последней устойчи-
вой орбиты. Поэтому, он является естественным ограничением для внутренней границы
аккреционного диска. Этот параметр может быть получен из наблюдательных данных
по ЧД. Случай α = 0, соответствующий метрике РН, был рассмотрен в [11]. Для ЧД
минимальный радиус последней устойчивой орбиты равен r = 4.

Для изучения радиуса последней устойчивой орбиты был выбран хорошо известный
подход, описанный [20]. Уравнение движения пробной частицы единичной массы имеет
вид: dr̂

dτ

2

+ U = E2, (14)

dφ

dτ
=
L

r̂2
(15)

U =

1−
2

r̂
+

q

r̂2
+
α

r̂3

1 +
L2

r̂2

 . (16)

где E – энергия частицы, L – её угловой момент, U – потенциальная энергия. Движение

возможно, если E2 ≥ U . Орбита будет круговой, если её радиус статичен
dr̂

dτ
= 0, что

приводит уравнение (14) к следующему виду:

U(r̂circ, Lcirc) = E2. (17)

Орбита является устойчивой, если функция U(r̂circ, Lcirc) находится в локальном миниму-
ме. Переход к последней устойчивой орбите осуществляется при смене локального мини-
мума перегибом. Это условие можно записать как:

dU

dr
= 0,

d2U

dr2
= 0. (18)

Изучаемая метрика допускает возможность экзотического решения с нулевым орби-
тальным моментом:

dU

dr
= 0, L = 0. (19)
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Такое решение впервые было описано в [11]. Оно соответствует состоянию, при котором
частица может «покоиться» на определённом расстоянии от ЧД, так как в такой точке
полная гравитационная сила равна нулю. Такое «равновесие» возможно из-за разных зна-
ков в функции (5). В [11] такие орбиты были названы “орбитами с нулевым моментом”.
Отметим, что, скорее всего, обсудаемый эффеки лежит за границей применимости модели,
так как радиус этих орбит слишком мал.

Зависимость радиуса последней устойчивой орбиты от значений q и α была получена
численно и представлена на Рис.8. Она имеет схожий вид с решением для размера те-
ни ЧД. После обрыва решения минималный размер орбиты ограничивается “орбитами с
нулевым моментом”.

Зависимость радиуса последней устойчивой орбиты от q при фиксированном значении
α = −0.4 представленна на Рис.9. Можно заметить, что при определённых параметрах q
и α система (18) может иметь более одного решения. В таком случае, в качестве радиуса
последней устойчивой орбиты следуют выбрать орбиту с наибольшим его значением.

Рис. 8: Зависимость радиуса последней устойчивой орбиты r от параметров q и α)
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Рис. 9: Радиус последней устойчивой орбиты (верхняя кривая) для α = −0.4. Нижняя
кривая – радиус горизонта ЧД. Пунктирная линия – орбиты с нулевым моментом.
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Выводы

В настоящей работе исследовано расширение метрики Рейсснера-Нордстрема слагае-
мым третьего порядка по 1/r. Эта метрика представляет собой разложение в ряд Тейлора
решения типа “чёрная дыра” для произвольной модели гравитации. Поэтому, он может
служить анзацем для сопоставления эмпирических данных и модифицированных моде-
лей гравитации. С помощью наблюдательных данных по тени чёрной дыры и орбиталь-
ных движений окружающих её звёзд можно наложить ограничения на параметры такого
анзаца.

Анзац вида Рейсснера-Нордстрема (с учётом возможности отрицательного знака при
слагаемом второй степени по r−1) был изучен в [10, 11]. В этих работах было показано,
что минимальный размер тени чёрной дыры достигался при q = 1 и соответствовал при-
цельному параметру D = 4. В то же время, минимальный радиус последней устойчивой
орбиты достигал r = 4.

Аналогично предыдущему случаю расширение метрики Рейсснера-Нордстрема до тре-
тьего порядка по 1/r может описать чёрной дыры с различными размерами тени. В от-
личии от случая r−2, решение r−3 предсказывает скачок размера горизонта чёрной дыры.
Схожий эффект возникает и для размера тени. Он может совершить скачок размера при
бесконечно малом изменении метрики. Более того, учет членов 3-го порядка позволяет
описать чёрную дыру с меньшим размером тени (D < 4) и радиусом последней устойчи-
вой орбиты (r < 4), в отличии от обычной метрики Рейсснера-Нордстрема.

Уменьшение размера тени может быть достигнуто и за счёт наличия плазменного диска
вокруг чёрной дыры [22, 23]. Но последний эффект зависим от длинны волны. Его можно
отличить от действия третьей поправки с помощью наблюдений в различных спектраль-
ных диапазонах.
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