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1. Введение

1.1. Актуальность темы

Любое теоретическое рассмотрение требует экспериментального под-
тверждения или опровержения для селекции уже существующих моде-
лей и определения свойств новых, требующих создания и разработки. В
1916 году Эйнштейном было получено объяснение аномальной прецес-
сии перигелия Меркурия, открытое Леверье 1859 году, а в 1919 году на-
блюдения подтвердили предсказанное Эйнштейном отклонение света при
прохождении вблизи Солнца. С тех пор общая теория относительности
стала основным инструментом астрофизиков при создании теоретиче-
ских моделей, а физики-теоретики получили возможность пользоваться
полученными наблюдательными данными для проверки созданных моде-
лей. Таким образом, четкая граница между астрономией и теоретической
физикой стала размываться.

Современные наблюдательные данные свидетельствуют о необходи-
мости создания более общей теории, для которой общая теория отно-
сительности было бы частным случаем. Поиски такой теории не пре-
кращаются, и на данный момент создано и создается немало различ-
ных моделей гравитации. Выбор более предпочтительных из них и отсев
остальных возможен только на основе результатов наблюдений и экспе-
риментов, поэтому особую роль приобретают возможности наблюдения и
измерения гравитационных эффектов: атомные часы, интерферометры
со сверхдлинной базой, лазерная локация, сверхпроводящие гироскопы
и т. д.

Параметризованный постньютоновский формализм Эддингтона-Ро-
бертсона-Шиффа (Eddington, 1922; Robertson, 1962; Schiff, 1967), моди-
фицированный Торном, Уиллом и Нордтведтом (Thorn & Will, 1971; Will
& Nordtvedt, 1972) является одним из наиболее приспособленных для
рассмотрения экспериментов в пределах Солнечной системе методов.
Значения постньютоновских параметров известны благодаря результа-
там измерений в Солнечной системе � в первую очередь, из эксперимен-
тов по лазерной локации Луны. На сегодняшний день точность полу-
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ченных значений для разных параметров составляет от 10−2 до 10−20 и
постоянно растет. Поэтому в настоящее время параметризованный пост-
ньютоновский формализм активно используется в качестве теста на ре-
алистичность для различных моделей гравитации.

Метрика Шварцшильда описывает не только статическую незаряжен-
ную, невращающуюся черную дыру, но и любое сферически-симметрич-
ное гравитационное поле в пустоте. В пределе слабого поля она может
описывать, в том числе, и нашу Солнечную систему. Разумеется, такой
подход допустим только в том случае, если массой планет можно прене-
бречь по сравнению с массой Солнца. Тогда возникает вопрос, насколько
сказывается на геометрии пространства замена метрики Шварцшильда
на решение расширенной гравитации в масштабах Солнечной системы и
отразится ли это отличие на экспериментальных данных.

1.2. Цель исследования и постановка задачи

Целью данной диссертации является поиск следствий расширенных
теорий гравитации и возможностей их экспериментальной проверки. В
качестве основного метода экспериментальной проверки используется
параметризованный постньютоновский формализм.

Для реализации предложенной цели необходимо исследовать как че-
тырехмерные модели с поправками по кривизне, так и модели много-
мерной гравитации, в том числе с учетом возможной некомпактности
дополнительных измерений. Полученные результаты следует сравнить
с имеющимися данными по измерению постньютоновских параметров в
Солнечной системе.

1.3. Научная новизна и практическая значимость

Все полученные в рамках данной работы результаты являются новы-
ми, оригинальными и достоверными, что подтверждается корректностью
используемых аналитических и численных методов. На момент публика-
ции соответствующие результаты были получены впервые в мире.

В диссертации впервые удалось получить полную версию поведения

5



инварианта кривизны (скаляра Кречмана) под горизонтом невращаю-
щейся черной дыры Максвелла-Гаусса-Бонне в зависимости от ее массы
и заряда (Alexeyev & Barrau & Rannu 2009) и постньютоновской пара-
метризации сферически-симметричного решения Гаусса-Бонне (Alexeyev
& Rannu & Dyadina 2012–2013). На основе полученного результата сде-
ланы выводы относительно моделей гравитации Лавлока с поправками
второго и следующих порядков по кривизне и моделей класса f(R) с
ньютоновским пределом.

В диссертации также исследована постньютоновская параметризация
недавно полученных решений для черных дыр астрофизического мас-
штаба в теории с некомпактным дополнительным измерением (Alexeyev
& Rannu & Dyadina 2013). Показана хорошая согласованность рассмот-
ренных моделей как с предсказаниями общей теории относительности,
так и с современными астрометрическими данными.

В диссертации рассмотрены геометрические свойства проходимой кро-
товой норы в теории Бранса-Дикке (Alexeyev & Rannu & Gareeva 2011).
Полученные результаты сопоставлены с соответствующими параметра-
ми компактных объектов в общей теории относительности. На основании
данного анализа показана фундаментальная роль исследуемого решения,
которое следует считать асимптотически шварцшильдовским в силу ма-
лого отличия от статической невращающейся черной дыры в общей тео-
рии относительности.

1.4. Положения, выносимые на защиту

1) На основании исследования постньютоновского разложения низко-
энергетического эффективного предела струнной гравитации и ре-
шений модели Рандалл-Сандрума для больших черных дыр пока-
зано, что предсказания моделей с поправками по кривизне и до-
полнительным некомпактным измерением полностью согласуются с
общей теорией относительности в пределах современных измерений
в Солнечной системе. Для решения Фигераса-Вайсмана в модели
Рандалл-Сандрума II с одной браной продемонстрирована возмож-
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ность слабого эффекта отрицательной нелинейности суперпозиции
для гравитации. Показано, с учетом смысла параметров решения,
отклонение от общей теории относительности не играет заметной
роли, следовательно, эффект нелинейности суперпозиции для гра-
витации не может быть зарегистрирован с помощью эксперимен-
тов в Солнечной системе. Для решения Гаусса-Бонне в рамках эф-
фективного предела струнной гравитации и решения Абдолрахими-
Пейджа в модели Рандалл-Сандрума II показано полное соответ-
ствие общей теории относительности до третьего постньютоновско-
го порядка. Таким образом, в рамках экспериментов по измерению
постньютоновских параметров в Солнечной системе отличие упо-
мянутых решений от общей теории относительности не может быть
обнаружено. Вывод для струнной гравитации обобщен на модели
f(R) с ньютоновским пределом (публикации № 9-11).

2) На основании изучения геометрических свойств кротовой норы в
теории Бранса-Дикке и сопоставления полученных результатов с ис-
следованием аккреции показано, что кротовая нора Бранса-Дикке
может рассматриваться как �квазишварцшильдовский� компакт-
ный объект. Радиус последней устойчивой орбиты и максимальный
прицельный параметр кротовой норы Бранса-Дикке отличаются от
соответствующих величин для черной дыры Шварцшильда той же
массы на 16.7% и 0.3% соответственно, а изотропная координата
горловины равна гравитационному радиусу. Также значения этих
величин отличают кротовую нору в теории Бранса-Дикке, в общей
теории относительности и в случае наличия магнитного заряда. По-
скольку самостоятельной модели Шварцшильда, в которой описы-
вались бы разные типы компактных объектов, не существует, т. е.
не может быть такого понятия как �кротовая нора Шварцшиль-
да�, кротовая нора Бранса-Дикке может успешно рассматриваться
в этой роли, что делает ее одним из базовых решений в расширенной
гравитации (публикация № 2).

3) На основании исследования поведения инварианта кривизны под го-

7



ризонтом черной дыры Максвелла-Гаусса-Бонне установлено, при
магнитном заряде, превышающем критическое значение, возника-
ет центральная сингулярность, ограничивающая гладкое решение и
являющаяся нулем метрических функций g00 и g22. Причем нуль у
функции g22 соответствует тому, что это именно центральная син-
гулярность (аналогичная Шварцшильдовской). Таким образом, при
заряде, который больше или равен критического, изменяется внут-
ренняя структура решения Максвелла-Гаусса-Бонне, однако описы-
ваемый им компактный объект остается обычной черной дырой, т.
е. никакой внутренней R-области (горловины, и как следствие про-
ходимости) не наблюдается. Следовательно, рассмотренное реше-
ние может быть зарегистрировано только в качестве черной дыры
Максвелла-Гаусса-Бонне как в жестком космическом излучении, так
и при наблюдении астрофизических объектов с магнитными свой-
ствами (публикации № 1, 3).
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страницы, включая 11 рисунков и 130 ссылок.

1.8. Содержание работы

В Главе 1 дается анализ целей и задач диссертации, приводится спи-
сок опубликованных работ и апробации результатов.

В Главе 2 дается общий обзор расширенных моделей гравитации с
поправками по кривизне как в четырехмерном, так и в многомерном
случае, приведены их эффективные четырехмерные решения для ком-
пактных объектов и описан параметризованный постньютоновский фор-
мализм Уилла как основной метод их экспериментальной проверки.

Глава 3 посвящена изучению четырехмерного низкоэнергетическо-
го предела струнной гравитации, описывающей неминимальную связь
скалярного поля (дилатона) с поправкой второго порядка по кривизне,
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которая в четырехмерном случае представляет собой полный инвариант
(член Гаусса-Бонне), и электромагнитного поля, описываемого тензором
Максвелла. Это действие имеет вид

S =
1

16π

�
d4x
√
−g

�
m2

pl(−R + 2∂µφ∂µφ)− e−2φFµνF
µν + λe−2φSGB

�
,

где R � скаляр Риччи, φ � потенциал скалярного поля, Fµν � тензор
Максвелла, λ � струнная константа связи, описывающая вклад в дей-
ствие члена Гаусса-Бонне

SGB = RαβγδR
αβγδ − 4RαβR

αβ + R2,

где Rαβγδ � ковариантный тензор Римана, Rαβ � ковариантный тензор
Риччи, RαβγδRαβγδ � инвариант кривизны (скаляр Кречмана). Рассмат-
ривается получение решения типа �черная дыра� и подробно обсужда-
ются полученные результаты, то есть внутренняя структура черной ды-
ры в зависимости от величины ее заряда.

Как было показано ранее (Alexeyev & Pomazanov, 1997; Alexeyev &
Sazhin и др., 1997–2002), в области под горизонтом решение для неза-
ряженной черной дыры Гаусса-Бонне существует только до сингуляр-
ности в точке r = rs. Другая ветвь решения начинается в r = rs и
существует только до внутреннего горизонта r = rx, т. е. не является
физической. Присутствие заряда не вносит качественных изменений в
эту картину. Однако существует �критическое значение� заряда qcr, по
достижении которого максвелловский член начинает вносить больший
вклад, чем член Гаусса-Бонне, а внутренняя сингулярность при r = rs

исчезает. В этом случае решение существует до нуля компоненты метри-
ки g00. Цель работы � установить, является ли эта точка сингулярной и,
следовательно, определить природу рассматриваемого объекта. Если ре-
шение Максвелла-Гаусса-Бонне с зарядом, превышающим критическое
значение, не содержит внутренней сингулярности, то при достижении
зарядом своего критического значения изменяется не просто внутрен-
няя структура, а сама природа объекта, который в этом случае может
рассматриваться как проходимый.

11



В предыдущих работах (Alexeyev & Pomazanov, 1997; Alexeyev & Saz-
hin и др., 1997–2002) было отмечено, что черная дыра Гаусса-Бонне пред-
ставляет интерес прежде всего на планковском масштабе, поскольку ве-
личина квадратичных поправок по кривизне быстро убывает с расстоя-
нием. В связи с этим обсуждалась возможность получения таких объек-
тов на ускорителях. Однако кроме ускорителей высокоэнергетичные ча-
стицы наблюдаются в астрономии (космические лучи, гамма-всплески).
Если черные дыры Гаусса-Бонне присутствуют в космических лучах или
излучении гамма-всплесков, они могут быть обнаружены в их спектрах.
Изменение природы черных дыр Гаусса-Бонне при достижении зарядом
своего критического значения также должно сказаться на результатах
наблюдений космического излучения. Однако объект астрофизического
масштаба, описываемый решением Максвелла-Гаусса-Бонне, также мо-
жет быть наблюдаемым. В случае отсутствия внутренней сингулярности
такой объект может иметь свойства, которые позволили бы отличить его
от компактных объектов других видов, предсказанных общей теорией
относительности и расширенными моделями гравитации.

Для решения поставленной задачи было изучено поведение инвариан-
та кривизны под горизонтом событий черной дыры при заряде, превы-
шающем критическое значение. Показано, что он конечен почти на всей
области определения и расходится вблизи нуля компоненты метрики g00.
Был сделан вывод, что при достижении зарядом своего критического
значения решение существует от бесконечности до центральной сингу-
лярности черной дыры Максвелла-Гаусса-Бонне.

Глава 4 посвящена постньютоновской параметризации решений рас-
ширенной гравитации.

Для получения параметризованного решения четырехмерного низко-
энергетического предела струнной гравитации, описывающей немини-
мальную связь скалярного поля с поправкой второго порядка относи-
тельно скаляра Риччи R в форме члена Гаусса-Бонне, рассматривает-
ся разложение уравнений поля в ковариантном виде, полученных ранее
(Sotirou & Barausse, 2007). Дилатонная часть действия предсказуемо не
дает вклада в постньютоновское разложение в силу теоремы Уилера об
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отсутствии �волос� у черной дыры (Wheeler, 1986). Как было показано
ранее (Alexeyev & Pomazanov, 1997; Alexeyev & Sazhin и др., 1997-2002),
связь скалярного поля с поправкой второго порядка кривизне позволя-
ет преодолеть условие данной теоремы. Однако дополнительный член в
постньютоновском разложении метрики, обусловленный введенным та-
ким образом динамическим дилатоном, приводит к возмущению плоской
метрики в постньютоновской параметризации следующего вида:

hGB
00 = 8

DM

r4 .

Порядок малости по 1/r при r → ∞ в этой поправке лежит за рамка-
ми постньютоновского предела, что означает полное совпадение с пред-
сказаниями общей теории относительности для рассматриваемой моде-
ли. Таким образом, разница между метриками Шварцшильда и Гаусса-
Бонне не может быть выявлена в экспериментах по измерению постнью-
тоновских параметров в Солнечной системе, что согласуется с аналогич-
ным рассмотрением космологического решения Гаусса-Бонне (Sotirou &
Barausse, 2007). Полученный вывод также относится к гравитации Лав-
лока, содержащей поправки высших порядков по кривизне начиная с
третьего. Обусловленные такими поправками возмущения в постньюто-
новской параметризации решения лежат за рамками первого постньюто-
новского порядка, поскольку порядок по степеням 1/r дополнительных
членов в метрике растет с увеличением степени по кривизне для по-
правок в действии. Этот результат относится также к теориям класса
f(R), содержащим ряд по положительным степеням скаляра Риччи R

и удовлетворяющим условиям параметризованного постньютоновского
формализма.

Модель Рандалл-Сандрума II описывает пятимерное пространство ан-
ти-де Ситтера � балк � с погруженной в него четырехмерной мембраной
� браной (Randall & Sundrum, 1999). Гравитация способна распростра-
няться вдоль любого измерения, так что она действует в том числе и
в балке. Вся материя и три фундаментальных взаимодействия (слабое,
сильное и электромагнитное) локализованы на бране. Фигерас и Вайсман
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продемонстрировали, как получить низкоэнергетическое решение для
модели Рандалл-Сандрума II, описывающее статическую черную дыру
с радиусом до ∼ 20l (Figueras & Wiseman, 2011). Для этой цели авторы
использовали задачу о связи пятимерного пространства анти-де Ситтера
(AdS5) и четырехмерной конформной теории поля (CFT4), где метрика
на бране выражается с помощью разложения Феффермана-Грэхема. В
постньютоновской параметризации решения Фигераса-Вайсмана появля-
ется дополнительный член разложения, который имеет вид:

hFW
00 =

121

27

�2

l2
M 4

r2 .

Отсюда выражение для постньютоновского параметра β оказывается
равным:

β = 1−
121

108

�2

l2
M 2.

В общей теории относительности β = 1. Найденная поправка к значению
этого постньютоновского параметра отрицательная, т. е. β < 1, что озна-
чает наличие эффекта отрицательного нарушения линейности закона су-
перпозиции для гравитации. Однако отклонением от общей теории отно-
сительности на самом деле можно пренебречь, поскольку ограничение на
возможное значение параметра � оказывается меньше планковской дли-
ны. Поэтому найденный нами эффект не может быть зарегистрирован с
помощью экспериментов в Солнечной системе.

Абдолрахими, Каттоен, Пейдж и Ягхупур-Тари независимо от Фиге-
раса и Вайсмана получили решение для больших черных дыр в модели
Рандалл-Сандрума II (Abdolrahimi & Cattoën & Page & Yaghoobpour-
Tari, 2012–2013). Постньютоновская параметризация этого решения при-
водит к следующему вкладу в разложение метрики:

hAP
00 =

l2M 2

96r4 .

Аналогично случаю Гаусса-Бонне, порядок малости по 1/r при r →∞ в
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этой поправке лежит за рамками постньютоновского предела. Поэтому
постньютоновская параметризация решения Абдолрахими и др. имеет
такой же вид, как в случае общей теории относительности, т. е. разница
между их предсказаниями неуловима в пределе слабого поля.

Глава 5 посвящена рассмотрению решения для проходимой крото-
вой норы в модели Бранса-Дикке со скалярным полем. В работе были
найдены размеры горловины кротовой норы Бранса-Дикке и максималь-
ный прицельный параметр для прохождения фотона через кротовую но-
ру. Значение максимального прицельного параметра для кротовой но-
ры Бранса-Дикке hBD

max ∼ 5.18M совпадает со значением максимально-
го прицельного параметра для захвата фотона черной дырой Шварц-
шильда hSch

max = 3
√

3M с точностью 0.3%. Изотропная координата гор-
ловины кротовой норы Бранса-Дикке равна гравитационному радиусу
черной дыры Шварцшильда. Эти результаты сопоставлены с выводами
относительно наблюдательных особенностей аккреции на кротовую но-
ру Бранса-Дикке. Поскольку самостоятельной модели Шварцшильда, в
которой описывались бы разные типы компактных объектов, не суще-
ствует, т. е. не может быть такого понятия как �кротовая нора Шварц-
шильда� справедливо называть кротовые норы Бранса-Дикке асимпто-
тически шварцшильдовскими и искать их по результатам наблюдений
именно в этом качестве.

В Заключении сформулированы Положения диссертации, выноси-
мые на защиту, а также Благодарности.

1.9. Принятые обозначения и единицы

Если это не оговорено особо, то и греческие индексы пробегают значе-
ния 0 до 4, строчные латинские индексы пробегают значения от 1 до 3, а
заглавные латинские индексы � значения значения 0 до 4. Обычная ра-
диальная координата обозначена r, изотропная радиальная координата
r̃. Если это не оговорено особо, используется планковская система еди-
ниц � = c = 1, другие величины, такие как масса и заряд, приводятся в
расчете на единицы масс Планка.
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2. Обзор моделей гравитации

Цель даннной главы � дать краткий обзор существовавших ранее ре-
шений и описаний расширенной гравитации, используемых в этой дис-
сертации. Первый раздел посвящен модели Гаусса-Бонне со скалярным
полем как низкоэнергетическому пределу теории струн с топологиче-
ским инвариантом в качестве квадратичной поправки по кривизне (член
Гаусса-Бонне). В рамках этой модели существует эффективное четырех-
мерное решение типа �черная дыра� с зарядом. Особенности внутренней
структуры этого решения рассматриваются в главе 3. Возможность экс-
периментальной проверки модели Гаусса-Бонне в пределе слабого поля
исследуется в главе 4.

Второй раздел данной главы посвящен теории Бранса-Дикке, в первую
очередь, сферически-симметричным решениям в рамках этой теории,
описывающим компактные объекты. Рассматриваются требования для
кротовых нор в теории Бранса-Дикке и приводятся результаты преды-
дущих исследований в этой области, на которых основано рассмотрение,
изложенное в главе 5.

Третий раздел данной главы посвящен модели мира на бране Рандалл-
Сандрума. Изложены основные идеи данной модели и описаны найден-
ные недавно решения для больших (астрофизических) черных дыр, рас-
смотренные нами в главе 4.

Четвертый раздел данной главы посвящен параметризованному пост-
ньютоновскому формализму, представляющему собой систему единооб-
разного описания различных метрических теорий гравитации и сравне-
ния их друг с другом и с экспериментальными данными по измерению
значений так называемых постньютоновских параметров. Постньюто-
новский формализм используется нами для поиска возможных наблюда-
тельных проявлений модели Гаусса-Бонне и модели Рандалл-Сандрума
в главе 4.
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2.1. Низкоэнергетический предел теории струн

2.1.1. Топологический инвариант

Впервые возможность использования струнных теорий для создания
моделей, объединяющих все существующие виды фундаментальных вза-
имодействий, обсуждалась в работе Шерка и Шварца [1]. Рассмотрение
поведения струн на фоне метрики классического пространства-времени
позволяет при низких энергиях ограничиваться квазиклассическим ре-
шением и получить таким образом низкоэнергетический предел струн-
ной гравитации [2–4]. В результате исследования низкоэнергетическо-
го предела было показано, что в четырехмерном случае в лагранжиане
возникают такие члены как квадрат скаляра Риччи R2 и тензора Рич-
чи RµνRµν; низкоэнергетический предел для гетеротических суперструн
E8 × E8 [5] содержит квадрат тензора Римана RµνρσRµνρσ [6, 7]. Эти ис-
следования позволили получить в качестве компактифицированного ре-
шения четырехмерное пространство Минковского [8]. Однако лагранжи-
аны такого рода приводят к возникновению фиктивных сверхтяжелых
частиц типа гостов Паули-Вилларса [9, 10], в то время как в самой тео-
рии струн таких частиц нет. Чтобы преодолеть эту трудность, Цвейбах
предложил рассмотреть в качестве квадратичной поправки по кривизне
эйлерову характеристику второго порядка [11], которая получила назва-
ние члена Гаусса-Бонне:

S2 = SGB = RµνρσRµνρσ − 4 RµνRµν + R2. (2.1)

В четырехмерном случае произведение комбинации (2.1) на
√−g, где g

� детерминант метрики, является топологическим инвариантом и поз-
воляет создать нетривиальную теорию взаимодействий, не содержащую
гостов. В своей работе [11] Цвейбах приходит к выводу, что общий вид
лагранжиана для низкоэнергетического предела теории струн можно за-
писать следующим образом:

L =
√
−g

�
R + α2S

2 + α3S3 + . . .
�
, (2.2)
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где S3 � эйлерова характеристика третьего порядка. Таким образом,
компактификация теории струн с целью получения четырехмерного низ-
коэнергетического предела приводит к гравитации Лавлока [12, 13].

2.1.2. Статические решения струнной гравитации

Решение Гиббонса-Маэды-Гарфинкла-Горовица-Стромингера.

Теория струн характеризуется не только масштабной инвариантностью,
но и наличием скалярного поля (дилатона) [14], которое способно значи-
тельно изменять динамические свойства системы [15,16]. В связи с этим
Гиббонс и Маеда задались вопросом о влиянии скалярного поля на раз-
личные многомерные решения. С этой целью они рассмотрели скаляр-
ные инвариантные теории, описывающие взаимодействие гравитации с
максвелловскими полями, а также с антисимметричными тензорными
полями, включая скалярную составляющую (дилатон) [17].

Для произвольного количества измерений D действие имеет вид:

S =
1

16π

�
dDx

√
−g

�
R(g)

16π
−

(∇Φ)2

2π(D − 2)
−

1

4
exp



−
4g2φ

D − 2



 F 2
ρσ−

−
1

2(D − 2)!
exp



−
4gd−2φ

D − 2



 F 2
D−2 − U(φ)

�
,

(2.3)

где F 2
ρσ и F 2

D−2 � 2-форма и (D − 2)-форма максвелловского типа, g2 и
gd−2 � их константы взаимодействия дилатона φ, причем g2 считается
неотрицательной (в противном случае можно переопределить знак φ так,
чтобы g2 стала положительной), U(φ) � потенциал дилатона φ, который
может существовать в некоторых калибровочно-инвариантных теориях
в качестве �космологической постоянной� [18–20]

U(φ) = λeg0φ, (2.4)

и также может появляться размерная регуляризация высших размерно-
стей [10].
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В результате подробного исследования действия (2.3) в работе [17] бы-
ли найдены единые решения для черных дыр, пространственно-времен-
ных мембран, вортексов и космологических решений, физические свой-
ства которых, как оказалось, сильно зависят от константы взаимодей-
ствия дилатонного поля.

Независимо от результатов Гиббонса и Маеды, Гарфинкл, Горовиц
и Стромингер изучили семейство решений низкоэнергетической струн-
ной теории в случае статической, сферически-симметричной заряженной
черной дыры [21]. Они рассмотрели четырехмерное действие в низко-
энергетическом пределе теории струн:

S =

�
d4x
√
−g

�
−R + 2(∇Φ)2 + e−2φF 2� , (2.5)

где Fµν � тензор Максвелла, связанный со скалярным полем Φ, а осталь-
ные калибровочные и антисимметричные тензорные поля положены рав-
ными нулю. Такую параметризацию метрики принято называть калиб-
ровкой GM-GHS [22].

Поскольку рассматриваемое решение должно быть сферически-сим-
метричным, метрика была выбрана в наиболее общем виде

ds2 = −λ2dt2 +
dr2

λ2 + R2dΩ2, (2.6)

где метрические функции λ и R зависят только от радиальной коорди-
наты r, dΩ2 = dθ2 + sin2θdϕ2, а для тензора Максвелла выбран анзац
вида

F = Q sin θdθ ∧ dϕ, (2.7)

где Q � магнитный заряд.
Полученное аналитическое решение [21] имеет вид

ds2 = −



1−
2M

r



 dt2 −



1−
2M

r




−1

dr2 − r



r −
Q2e2φ0

M



 dΩ,

(2.8)
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exp(−2φ) = exp(−2φ0)−
Q2

Mr
, (2.9)

где φ0 � асимптотическое значение дилатона на бесконечности. Здесь
площади сфер с постоянными значениями r и t теперь зависят от Q и их
значения оказываются меньше, чем в случае метрики Шварцшильда, в
которую переходит решение (2.8–2.9) при Q = 0. В частности, площадь
такой изосферы равна нулю при r = Q2e2φ∞/M , в результате чего эта
сфера становится сингулярной. Поскольку при фиксированных угловых
переменных θ и ϕ метрика совпадает с метрикой Шварцшильда, r = 2M

определяет местоположение регулярного горизонта событий.
Вдобавок к массе M и магнитному заряду Q, статическое асимптоти-

чески плоское решение для действия (2.5) также характеризуется дила-
тонным зарядом

D =
1

4π

�
d2Σµ∇µφ, (2.10)

где интеграл берется по двумерной сфере. Для заряженной черной дыры

D = −
Q2e−2φ0

2M
. (2.11)

Решение с электрическим зарядом вместо магнитного может быть по-
лучено посредством дуального поворота, причем

F̃µν =
1

2
e−2φ�λρ

µνFλρ. (2.12)

Уравнения движения, соответствующие действию (2.5), инвариантны от-
носительно преобразования F → F̃ и φ → −φ, поэтому решение с элек-
трическим зарядом можно получить путем изменения знака φ при неиз-
менной метрике. Это подразумевает, что дилатонный заряд положителен
для черной дыры, обладающей электрическим зарядом.

Решение Миньями. Миньями и Стюарт рассмотрели заряженную ди-
латонную черную дыру, причем в эффективном действии были учтены
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и члены Янга-Миллса, и поправки второго порядка по кривизне в виде
произведения члена Гаусса-Бонне на дилатонный фактор [23]:

S =
1

16π

�
d4x
√
−g

�
−R + 2(∇Φ)2 − αe−2Φ(SGB − F 2)

�
, (2.13)

где α = α�/8, α� � обратное струнное натяжение в поле Янга-Миллса,
SGB � член Гаусса-Бонне. Целью рассмотрения был поиск сферически-
симметричных решений, имеющих горизонт событий.

Решение было получено методом последовательных приближений по
малому параметру α � 1. В случае нейтрального решения (Fµν = 0) в
качестве асимптотики при φ0 = 0 была выбрана метрика Шварцшильда.
Тогда решение может быть записано в виде

ds2 = − e2ν(r)dt2 + e2µ(r)dr2 + r2dΩ2, (2.14)

где метрические функции представлены рядами

ν(r) = ν0 + α2τ(r), (2.15)

µ(r) = µ0 + α2σ(r), (2.16)

а e2ν0 = e−2µ0 = 1 − 2m/r. Функции, входящие в соотношения (2.15) и
(2.16), имеют вид:

σ(r) =
1

2m4



49

40

m

r
+

29

20

m2

r2 +
19

10

m3

r3 −
203

15

m4

r4 −
463

15

m5

r5 −
184

3

m6

r6



 ,

τ(r) =
1

2m4



49

40

m

r
+

49

20

m2

r2 +
137

30

m3

r3 +
7

15

m4

r4 −
52

15

m5

r5 −
40

3

m6

r6



 ,

причем постоянная интегрирования выбрана так, чтобы σ была непре-
рывна на горизонте r = 2m. Помимо связи с теорией струн, нейтральный
случай интересен как пример нетривиальных скалярных волос в связи с
теоремой Уиллера об их отсутствии [24, 25].

В случае наличия только магнитного заряда, базовым оказывается
решение не Шварцшильда, а GM-GHS. Тогда метрика записывается в
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виде

ds2 = −



1−
2m

r



 dt2 +



1−
2m

r




−1

dr2 + r



r −
αq2

m



 dΩ2, (2.17)

e−2Φ = 1−
αq2

mr
, (2.18)

Q =

���� α

4πq
, (2.19)

где q � магнитный заряд. Решение Миньями применимо в том числе и
для больших черных дыр.

Решение Алексеева-Помазанова. Алексеевым и Помазановым бы-
ло получено полное решение [26], описывающее внутреннюю структуру
черной дыры в случае низкоэнергетического струнного действия, содер-
жащего члены с гравитоном, дилатоном и член Гаусса-Бонне:

S =
1

16π

�
d4x
√
−g

�
(−R + 2∂µφ ∂µφ) + λe−2φSGB

�
, (2.20)

где φ � дилатонное поле, λ � параметр струнного взаимодействия. Ста-
тическая сферически-симметричная метрика была выбрана в виде

ds2 = ∆dt2 −
σ2

∆
dr2 − f 2(dθ2 + sin2θdϕ2), (2.21)

где ∆, σ и f зависят только от радиальной координаты r. Решение было
получено численно в калибровке кривизны f(r) = r (Рис. 1)

Оказалось, что поведение метрических функций вне горизонта имеет
обычный характер, не отличаясь от найденного в работах [23, 27, 28], и
выглядит как стандартное решение Шварцшильда.

Под горизонтом (r < rh) решение существует только до r = rs. Была
обнаружена другая ветвь решения, которая начинается от rs и существу-
ет только до внутреннего горизонта rx, не являясь физической.

Инвариант кривизны RijklRijkl в рассматриваемых координатах ра-
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FIG. 1. The dependence of the metric functions � �a�, � �b�, and dilaton function exp(�2�) �c� versus the radial coordinate r when the
event horizon value rh is equal to 10.0 Planck unit values �P.u.v.�.

55 2113BLACK HOLE SOLUTIONS WITH DILATONIC HAIR IN . . .

Рис. 1. Зависимость метрических функции ∆ (a), σ (b) и дилатонной экспоненты
e−2φ (c) от радиальной координаты r для горизонта rh = 10.0 планковских единиц.

23



вен:

RijklR
ijkl = 4

∆2

σ4r4 + 8
∆2(σ�)2

σ6r2 − 8
∆

σ2r4 − 8
∆∆�σ�

σ5r2 +
(∆��)2

σ4 +

+ 4
(∆�)2

σ4r2 − 2
∆��∆�σ�

σ5 +
(∆�)2(σ�)2

σ6 +
4

r4 =

=
1

x2



 4ds

r2r2
sσ

6
s

+
d2

2r2
2σ

6
s



 + O



1

x



 →∞.

(2.22)

В соответствии с классификацией из [29], в точке rs имеет место скаляр-
ная сингулярность или сингулярность кривизны. В окрестности r = rs

выполняются все (сильное, слабое и энергодоминантности) энергетиче-
ские условия [30].

В точке внутреннего горизонта rx, ограничивающей вторую ветвь ре-
шения, инвариант кривизны ведет себя как

RijklR
ijkl ∼

1

x
+ O(x

1
2 )) →∞, (2.23)

тогда rx � сингулярная точка. Расстояние между rx и rh достаточно ве-
лико для массивных черных дыр (не планковского масштаба), и умень-
шается с уменьшением rh. Предельным случаем является ситуация, ко-
гда все особые точки сливаются воедино, т. е. rh = rs = rx. Решения для
черной дыры с радиусом, меньше предельного, не существуют, следова-
тельно радиус rh = rs = rx определяет минимально возможный размер
черной дыры Гаусса-Бонне.

Для изучения влияния максвелловского поля на решение типа �чер-
ная дыра� низкоэнергетической струнной гравитации с поправками вто-
рого порядка по кривизне была рассмотрена бозонная часть действия
[31–33]

S =
1

16π

�
d4x

√
−g

�
−R + 2∂µφ ∂µφ− e−2φFµνF

µν+

+ λe−2φSGB

�
,

(2.24)
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Figure 2: Critical magnetic charge qrmcr vs. regular event
horizon radius rh for λ = 1.

contribution increases), the distance between rs and
rh becomes smaller and smaller. The curvature in-
variant also diverges near the position r = rs . An
additional (nonphysical) branch of the solution begins
at the point rs and exists up to a point rx which may
be called a singular horizon. There is no other solution
in the neighborhood of rs .

When one includes the Maxwell term in the action
(1), the resulting picture is as follows. Black hole so-
lutions of Eqs. (4) exist only in the range of the mag-
netic charge values 0 ≤ q ≤ m

√
2, as in the GM-

GHS case. The solution behaviour outside the reg-
ular event horizon rh looks like the GM-GHS one,
which coincides with the results of Mignemi [2] and
Maeda [6]. The solutions behaviour inside the regu-
lar event horizon rh depends on the magnetic charge
q . When q is quite small, the solutions have a form
analogous to the purely Einstein-dilaton-Gauss-Bonnet
(EDGB) case (see Fig. 1) because the contribution of
the second-order curvature term is “stronger” than the
Maxwell one. The curvature invariant RijklRijkl and
the components T 0

0 and T 2
2 of the stress-energy tensor

diverge near the position rs . Hence one can conclude
that the point rs represents a “pure scalar singular-
ity” (see e.g. the classifications of space-time singu-
larities in [8, 9]). With increasing q the contribution
of the Maxwell term becomes greater and greater and
at some q = qcr the behaviour of the solution changes
and the turning point rs disappears. The dependence
of the critical magnetic charge value on the event hori-
zon radius rh is depicted in Fig. 2. It is necessary
to note that, when q < qcr , the quantity q is rather
small and in all the particular points (namely, rh , rs ,
rx ) one can use asymptotic expansions obtained for
the pure EDGB case [5]. When q > qcr , the main
asymptotically flat branch (∞ . . . rh . . . rs) and the ad-
ditional nonphysical branch (rs . . .) merge to form a
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Figure 3: The dependence of the metric functions ∆ (a),
f (b) and dilaton function exp(−2φ) (c) on the radial co-
ordinate r when the event horizon radius rh is equal to
20.0 Planck unit values (P.u.v.) and the magnetic charge
is q > qrmcr .

single asymptotically flat black hole branch that ex-
ists from infinity down to the point where the metric
function f vanishes. The function f and the dila-
tonic function e−2φ have the same behaviour as in the
GM-GHS case. The metric function ∆ exhibits a local
minimum not far from the position where f vanishes
— this feature is absent in the GM-GHS solution (see
Fig. 3).

Рис. 2. Зависимость метрических функции ∆ (a), σ (b) и дилатонной экспоненты
e−2φ (c) от радиальной координаты r для горизонта rh = 20.0 планковских единиц и
магнитного заряда q > qcr.
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где Fµν � тензор Максвелла.
Метрика вновь была выбрана в виде (2.21), так как искомое реше-

ние должно быть статическим, сферически-симметричным, асимптоти-
чески плоским, имеющим регулярный горизонт. Поскольку рассматрива-
лась черная дыра, обладающая только магнитным зарядом, для тензора
Максвелла был использован анзац (2.7) [21].

В результате было установлено [31–33], что при добавлении магнит-
ного поля в действие (2.20) решение типа �черная дыра� существует,
когда заряд q лежит в диапазоне 0 ≤ q ≤ m

√
2, как и в решении GM-

GHS. Поведение вне горизонта также несильно отличается от GM-GHS,
что совпадает с результатами Миньями [23] и Маеды [34]. Поведение ре-
шения внутри горизонта rh зависит от величины магнитного заряда q.
Когда q мало, поведение решения аналогично нейтральному, представ-
ленному в предыдущей части, потому что вклад поправок по кривизне
�сильнее�, чем вклад магнитного поля. Инвариант кривизны RijklRijkl и
компоненты T 0

0 и T 2
2 тензора энергии-импульса расходятся вблизи rs. То

есть, точка rs снова представляет чисто скалярную сингулярность (по
классификации из [29, 30]). При увеличении q вклад максвелловского
поля растет и при достижении q = qcr поведение решения меняется, син-
гулярность rs исчезает. Если магнитный заряд превышает критическое
значение (q > qcr), сингулярность rs пропадает и решение существует
вплоть до точки, где f достигает своего нуля. Функции f и e−2φ ведут
себя аналогично случаю GM-GHS. Метрическая функция ∆ демонстри-
рует локальный минимум недалеко от нуля f � черта, отсутствующая в
решении GM-GHS.

Решение Сотиру-Бароссе. В связи с недавним открытием ускоренно-
го расширения Вселенной Сотиру и Бароссе рассмотрели постньютонов-
скую параметризацию космологического решения для действия Гаусса-
Бонне, записанного в следующем виде [35]:

S =

�
d4x
√
−g



 R

16π
−

λ

2
∂µφ ∂µφ− V (φ) + f(φ)SGB



 , (2.25)
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где случай λ = +1 соответствует каноническому скаляру, а λ = −1 �
фантомному полю. В работе рассматривается как возмущение метрики
hµν вокруг пространства Минковского ηµν, т. е. gµν = ηµν + hµν, так и
возмущение скалярного поля φ = φ0 + δφ, где значение φ0 определяется
космологическим решением.

В работах [36–43] было показано, что действие (2.25) учитывает ин-
фляцию и ускоренное расширение Вселенной, данная модель соответ-
ствует космологическим наблюдательным данным [44, 45] и позволяет
избегать сингулярностей в прошлом и будущем.

Полученное параметризованное решение отличается от решения в об-
щей теории относительности в постньютоновском порядке на величину:

δg00 =
4π

3



V (φ0)−
1

2
λφ̇2

0



 |x|2, (2.26)

где φ̇0 = ∂φ0/∂t. Величина V (φ0) − λφ̇2
0/2 имеет тот же порядок, что

и плотность энергии космологической постоянной, а значит на масшта-
бах Солнечной системы его вкладом можно пренебречь. Следовательно,
данная гравитационная модель корректно работает в постньютоновском
пределе и не отличается в этом смысле от общей теории относительно-
сти, поскольку член, обусловленный связью скалярного поля с членом
Гаусса-Бонне, не влияет на постньютоновское разложение метрики.

Теория струн сыграла важную роль в развитии наших представлений
о возможном устройстве Вселенной и позволила создать новые способы
его описания. Однако, будучи многомерной, теория струн должна иметь
эффективный четырехмерный предел, который описывал бы наблюдае-
мую Вселенную и не противоречил бы имеющимся астрономическим и
космологическим данным. Поскольку на данный момент модель Гаусса-
Бонне представляется оптимальным эффективным четырехмерным пре-
делом струнной гравитации, экспериментальная проверка модели Гаусса-
Бонне позволит судить о реализуемости теории струн. Поэтому иссле-
дование возможных астрономических проявлений модели Гаусса-Бонне
является важной и актуальной задачей.
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2.2. Модель Бранса-Дикке

2.2.1. Общее решение

Теория Бранса-Дикке � скалярно-тензорная теория гравитации, в
пределе совпадающая с общей теорией относительности [46,47]. Действие
в ней имеет вид

S =
1

16π

�
d4x

√
−g (φR +

ω

φ
gµνφ,µφ,ν + Lmatter), (2.27)

где R � скалярная кривизна, Lmatter � плотность лагранжиана обычной
материи, φ � скалярное поле, а ω � константа связи Бранса-Дикке. Это
безразмерная константа, определяемая из наблюдательных данных. При
возрастании константы связи теория Бранса-Дикке дает предсказания,
все более близкие к общей теории относительности, а в пределе |ω|→∞
переходит в нее.

Соответствующие уравнения поля выражаются следующими соотно-
шениями:

Rµν −
1

2
gµνR =

8π

φ
Tµν +

ω

φ2



φ,µφ,ν −
1

2
gµνφ

,σφ,σ



 +

+
1

φ
(∇µ∇νφ− gµν �φ),

�φ =
8πT

2ω + 3
,

(2.28)

где T = T µ
µ , Tµν � тензор энергии-импульса, � � оператор Д’Аламбера.

Поскольку теория Йордана-Бранса-Дикке является скалярно-тензор-
ной метрической теорией, гравитационное воздействие на материю в ней
реализуется через метрический тензор пространства-времени, а материя
влияет на метрику не только непосредственно, но и через дополнительно
генерируемое скалярное поле. Из-за этого гравитационная постоянная G

не является константой, а зависит от скалярного поля, которое может из-
меняться в пространстве и времени. В самой теории материи нет, имеется
только поле Бранса-Дикке. Тензор Эйнштейна в этом случае нарушает
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нулевое энергетическое условие по определению, поэтому его нарушает
и правая часть уравнения (2.28).

Для ω > 3/2 общее вакуумное решение имеет вид:

ds2 = − e2αdt2 + e2β
�
dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)

�
,

e2α = e2α0



1−B/r

1 + B/r




2/λ

,

e2β = e2β0



1 +
B

r




4 

1−B/r

1 + B/r




2[(λ−C−1)/λ]

,

φ = φ0



1−B/r

1 + B/r




−C/λ

, λ =



(C + 1)2 − C



1−
ωC

2








1/2

,

(2.29)

где α и β � функции от радиальной координаты r, α0, β0, φ0, B и C �
произвольные постоянные. В зависимости от их значений Бранс указал
4 статических сферически-симметричных вакуумных решения [47]:

I : eα = eα0



1−B/r

1 + B/r




1/λ

,

eβ = eβ0



1 +
B

r




2 

1−B/r

1 + B/r




(λ−C−1)/λ

,

φ = φ0



1−B/r

1 + B/r




C/λ

,

λ2 ≡ (C + 1)2 − C



1−
ωC

2



 > 0.

(2.30)

II : α = α0 +
2

Λ
tan−1(r/B),

β = β0 −
2(C + 1)

Λ
tan−1(r/B)− ln



 r2

r2 + B2



,

φ = φ0 e(2C/Λ) tan−1(r/B),

(2.31)
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Λ2 ≡ C



1−
ωC

2



− (C + 1)2 > 0.

III : α = α0 − r/B,

β = β0 − 2 ln
r

B
+ (C + 1)

r

B
,

φ = φ0 e−Cr/B,

C =
− 1 ±

√
−2ω − 3

ω + 2
.

(2.32)

IV : α = α0 − (1/rB),

β = β0 +
C + 1

Br
,

φ = φ0 e−Cr/B,

C =
− 1 ±

√
−2ω − 3

ω + 2
.

(2.33)

Позднее было показано, что только два решения из приведенных че-
тырех являются независимыми, а именно 1-е (2.30) и 4-е (2.33) [48]. Кро-
ме того, скалярное поле в теории Бранса-Дикке до порядка 1/r должно
удовлетворять уравнению [49]:

φ = φ0



1 +
1

ω + 2

M

r



 , (2.34)

где M � асимптотическая масса центрального тела (на бесконечности).
Однако для решения 4-го класса это соотношение не выполняется. Поэто-
му рассмотрению подлежит только решение 1-го класса, и в дальнейшем
речь будет идти только о нем.

2.2.2. Кротовые норы Бранса-Дикке

Изучение кротовых нор в теории Бранса-Дикке было начато Агнесс и
Ла Камерой [50]. Для построения кротовых нор требуется материя, кото-
рая нарушала бы нулевое энергетическое условие [30]. В теории Бранса-
Дикке роль такой материи играет скалярное поле, что неизбежно на-
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кладывает ограничения на параметр ω. Уравнения поля, описывающие
кротовую нору, имеют вид [50]:

Gµν =
8π

φ
[Tµν + (Tφ)µν], (2.35)

где Gµν � тензор Эйнштейна, а (Tφ)µν � тензор энергии-импульса ска-
лярного поля. Тогда компонента G00 выражается соотношением:

G00 =
(1− γ)(1 + 2γ)

1 + γ

η2

r4(R)



1−
2η

r(R)




2(
√

2/(1+γ)−1)

,

R(r) = r



1−
2η

r




(1−γ

√
2/(1+γ))/2

, η = M

�
1 + γ

2
,

(2.36)

где γ = (ω + 1)/(ω + 2) � постньютоновский параметр. Если γ < 1,
точка R = 0 сингулярна, так как инвариант кривизны RµνρσRµνρσ в ней
расходится. Этот случай соответствует голой сингулярности. В пределе
γ → 1 уравнения поля Бранса-Дикке переходят в уравнения общей тео-
рии относительности, что приводит к решению типа �черная дыра� с
горизонтом событий R = 2M . Агнесс и Ла Камера рассмотрели случай
γ > 1, который позволяет получить решение для кротовых нор в рамках
теории Бранса-Дикке. Тогда G00 < 0, а ω < − 2. При таком ограничении
на значение параметра Бранса-Дикке кротовая нора не только существу-
ет, но и проходима.

На основании результатов эксперимента Кассини-Гюйгенс по измере-
нию значений постньютоновских параметров были получены ограниче-
ния |ω| > 50000 [51] и |ω| > 9000 [52], которые полностью удовлетворяют
требованию, выведенному Агнесс и Ла Камерой. Следовательно, наблю-
даемые данные не исключают возможности существования кротовых нор
Бранса-Дикке.

Существование таких компактных объектов, как черные дыры, на
данный момент считается практически установленным. Кротовые норы
представляют собой другой вид компактных объектов, обнаружение ко-
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торых способно в корне изменить наши представления о Вселенной и,
возможно, открыть дорогу к Мультивселенной, которая до сих пор оста-
ется не более чем гипотезой. Первая задача в поиске кротовых нор �
выработать критерии, по которым их можно отличить от других видов
наблюдаемых компактных объектов.

Как и в случае черных дыр, предсказания относительно наблюдаемых
параметров кротовых нор могут разниться в зависимости от выбранной
модели гравитации. Обнаружение компактного объекта с определенны-
ми значениями наблюдаемых параметров является не только свидетель-
ством существования данного вида компактных объектов, но и в пользу
соответствующей модели гравитации. Теория Бранса-Дикке была одной
из первых моделей со скалярным полем. В пределе ее предсказания сов-
падают с предсказаниями общей теории относительности и, кроме того,
допускают существование таких объектов как кротовые норы. Поэто-
му исследование наблюдаемых свойств кротовых нор в теории Бранса-
Дикке и возможности их обнаружения представляет несомненный инте-
рес.

2.3. Модель Рандалл-Сандрума

2.3.1. Мир на бране

Впервые возможность существования некомпактных дополнительных
измерений была рассмотрена в работе Рубакова и Шапошникова [53].
Они предположили, что наше трехмерное пространство может представ-
лять собой доменную стенку, находящуюся в многомерном пространстве,
которая была бы плоской относительно трех пространственных измере-
ний и тонкой относительно дополнительных.

Позднее идея мембраны в многомерном пространстве была рассмот-
рена в работах [54–56] с целью решения проблемы шкалы фундаменталь-
ных взаимодействий. Предложенная теория подразумевает, что частицы
и поля стандартной модели, кроме гравитационного взаимодействия, за-
ключены в подпространстве (4+n)-мерного пространства (балка), назы-
ваемом трехмерной браной, вследствие чего присутствие дополнитель-
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ных измерений не наблюдается.
Рандалл и Сандрум предложили свой вариант модели мира на бране

с единственным дополнительным измерением. Метрика, описывающая
такое многомерное пространство, имеет вид:

ds2 = e−2krczηµνdxµdxν + r2
cdz2, (2.37)

где k � масштабный фактор планковского порядка, xµ � координаты
в четырехмерном пространстве, а 0 ≤ z ≤ π � координата в дополни-
тельном измерении, размер которого конечен и определяется величиной
rc.

В работе [57] показано, что метрика (2.37) является решением урав-
нений Эйнштейна в простейшем случае с двумя трехмерными бранами
и соответствующими космологическими членами. В таком пространстве
величины четырехмерных масс связаны с пятимерными массами посред-
ством параметра свертки e−2krcz. Чтобы воспроизвести большую энерге-
тическую шкалу, не требуется слишком большое значение величины rc,
поскольку используемая для этого функция является экспоненциальной
от радиуса компактификации.

Классическое действие в модели Рандалл-Сандрума выглядит следу-
ющим образом:

S = Sgravity + Svis + Shid,

Sgravity =

�
d4x

� π

−π
dz

�
−g̃

�
− Λ + 2M̃ 3

PlR̃
�

,

Svis =

�
d4x
√
−gvis {L − Vvis} ,

Shid =

�
d4x
√
−ghid {L − Vhis} ,

(2.38)

где g̃, M̃Pl, R̃ и Λ � детерминант метрики, масса Планка, скаляр Риччи
и космологическая постоянная для многомерного пространства, g � де-
терминант метрики, описывающей видимую или скрытую брану, а V �
постоянная �энергии вакуума�, которая ведет себя как источник грави-
тации даже в отсутствие возмущения частиц, или натяжение браны.
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Если Vhid, Vvis и Λ связаны через коэффициент k планковского поряд-
ка величины, т. е.

Vhid = − Vvis = 24M 3k, Λ = − 24M 3k2, (2.39)

где k < M , то решение для балка получается следующим:

ds2 = e−2krc|z|ηµνdxµdxν + r2
cdz2. (2.40)

Радиус компактификации rc фактически является произвольной кон-
стантой интегрирования.

Рандалл и Сандрум также показали, что дополнительное измерение
не обязательно должно быть компактным [58]. Это возможно, если пред-
положить, что метрика для четырех известных измерений не зависит от
координаты в дополнительном, т. е. в случае нефакторизуемой геометрии
многомерного пространства. В работе [58] авторы ограничились рассмот-
рением единственной трехмерной браны с положительным натяжением,
отодвинув вторую брану на бесконечность. В результате было показано,
что дополнительное измерение действительно может быть бесконечным.
При этом эффективный нерелятивистский гравитационный потенциал
между двумя частицами с массами m1 и m2, находящимися на бране с
координатой z = 0, имеет вид:

V (r) = GN

m1m2

r



1 +
1

r2k2



 , (2.41)

т. е. модель Рандалл-Сандрума с одной браной (так называемая модель
Рандалл-Сандрума II) воспроизводит эффективную четырехмерную тео-
рию гравитации.

Подробнее этот вопрос был изучен в работах Широмизу, Маэды и
Сасаки [59, 60]. Используя пятимерные уравнения Эйнштейна

(5)RAB −
1

2
gAB

(5)R = κ2
5 TAB, (2.42)

где TAB � пятимерный тензор энергии-импульса, авторы получили эф-
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фективные уравнения поля на трехмерной бране, расположенной в пя-
тимерном пространстве-времени балка:

(4)Gµν = − Λ4gµν + 8πG4Tµν + κ4
5πµν − Eµν, (2.43)

где gµν � метрика трехмерной браны, G4 � гравитационная постоянная
в четырехмерном случае, Tµν � тензор энергии-импульса материи, ло-
кализованной на бране, Eµν � бесследовый тензор, часть пятимерного
тензора Вейля (5)Cα

βρσ, λ � вакуумная энергия на бране,

Λ4 =
1

2
κ2

5



Λ +
1

6
κ2

5λ
2



 , (2.44)

G4 =
κ4

5λ

48π
, (2.45)

πµν = −
1

4
TµαT α

ν +
1

12
TTµν +

1

8
gµνTαβT

αβ −
1

24
gµνT

2, (2.46)

Eµν ≡ (5)Cα
βρσnαnρqβ

µqσ
ν . (2.47)

Следует заметить, что тензор Eµν достигает предельных значений при
z = ±0, но не на самой бране, и он не равен нулю, если пространство-
время балка не является полностью анти-де cиттеровским. Существова-
ние гравитационной постоянной G4 зависит от наличия вакуумной энер-
гии λ, причем при λ < 0 знак G4 оказывается неверным [61,62]. Член πµν,
квадратичный по тензору энергии-импульса Tµν, может играть важную
роль, особенно в ранней Вселенной [61–64].

2.3.2. Решения типа �черная дыра� в моделях Рандалл-Сандрума

Если материя, заключенная на бране, коллапсирует, образуется чер-
ная дыра, горизонт которой имеет протяженность вдоль измерений, пе-
ресекающих брану, т. е. в этом случае компактный объект будет много-
мерным.

Одними из первых черные дыры в рамках модели Рандалл-Сандрума
получили Чамблин, Хокинг и Реалл [65]. Они получили решение Шварц-
шильда-анти-де Ситтера, описывающее черную дыру в пяти измерениях.
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Почти сразу после Хокинга Далич, Маартенс, Пападопулос и Резания
нашли точное решение для черной дыры, локализованной на бране [66],
рассмотрев эффективные четырехмерные уравнения поля Широмизу,
Маэды и Сасаки (2.43) [59]. Полученное решение было аналогично ре-
шению Райсснера-Нордстрема, но вместо заряда в качестве поправки к
потенциалу Шварцшильда оно содержало так называемый �приливной
заряд�. Эта величина возникает в результате того, что эффекты свобод-
ного гравитационного поля балка проецируются на брану посредством
пятимерного тензора Вейля.

Дальнейшие исследования показали, что на бране не могут существо-
вать устойчивые черные дыры с радиусом, заметно превышающим AdS-
радиус l � радиус кривизны пятимерного пространства анти-де Ситте-
ра [67–69]. Используя численные методы [70,71], удалось получить пяти-
мерные черные дыры Рандалл-Сандрума II с радиусом ∼ 0.2l и шести-
мерные с радиусом до ∼ 2.0l [72–74]. Однако позднее с помощью тех же
методов было выдвинуто возражение, что в модели Рандалл-Сандрума
II не могут существовать черные дыры даже малых радиусов [75, 76].
Таким образом, вопрос о существовании больших черных дыр в моде-
ли Рандалл-Сандрума и, следовательно, о реализуемости данной теории
оставался открытым.

Решение Фигераса-Вайсмана. Недавно Фигерасу и Вайсману уда-
лось получить низкоэнергетическое решение для модели Рандалл-Санд-
рума II через задачу о связи пятимерного пространства анти-де Ситте-
ра (AdS5) и/или четырехмерной конформной теории поля (CFT4) [77].
Это решение описывает статическую черную дыру с радиусом до ∼ 20l.
Рассмотрение основывалось на том факте, что низкоэнергетический пре-
дел на бране описывается гравитацией, связанной с конформной теори-
ей поля. Поэтому соответствующее решение можно найти с помощью
сопряженной задачи об AdS5/CFT4-соответствии, в которой граничная
метрика получается из возмущения метрики браны.

В работе [77] авторы опирались на исследования Харо, Скендериса
и Солодукина [78], однако их целью был не аналогичный вывод четы-
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рехмерного описания гравитации на бране, а наглядная демонстрация
взаимосвязи между решениями в рамках AdS5/CFT4-соответствия и в
модели Рандалл-Сандрума II.

Пятимерную метрику gAB, для которой RAB = − 4gAB/l2, можно за-
писать вблизи конформной границы z = 0 следующим образом [77]:

ds2 = gAB dxAdxB =
l2

z2

�
dz2 + g̃µν(z, x) dxµdxν

�
, (2.48)

где l � AdS-радиус, z � координата браны в дополнительном измерении.
Для описания метрики на бране используется разложение Феффермана-
Грэхема вокруг граничной метрики g(0)

µν [79]. В данном случае эффектив-
ная четырехмерная метрика записывается следующим образом:

gµν(z, x) = g(0)
µν (x) + z2



R(0)
µν (x)−

1

4
g(0)

µν (x)



 +

+ z4
�
g(4)

µν (x) + tµν(x)
�

+ 2z4h(4)
µν log z + O(z6).

(2.49)

Величины g(0)
µν (x) и tµν(x) являются константами интегрирования урав-

нений балка второго порядка по z.
В работе [77] предполагается, что для некоторой граничной метри-

ки g(0)
µν = gµν существует такое решение, удовлетворяющее граничным

условиям в инфракрасном пределе, что метрика стремится горизонту
Пуанкаре, т. е. к случаю z = 0 в координатах Пуанкаре для простран-
ства анти-де Ситтера. Для регулярных возмущений граничной метрики
g(0)

µν = gµν + �2hµν в некоторой окрестности � = 0 решения также суще-
ствуют, причем tµν[g + �2h] = tµν[g] + O(�2). Тензор tµν определяет ваку-
умное ожидаемое значение тензора энергии-импульса в четырехмерной
конформной теории поля следующим образом:

�TCFT
µν [g]� =

tµν

4πlG5
. (2.50)

Решение для модели Рандалл-Сандрума II строится в приближении
малой кривизны на бране по сравнению с кривизной балка AdS5. При
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этом фиксируется плоскость браны с индуцированной метрикой γµν, рас-
положенная на поверхности z = �. Возмущение hµν выбрано таким обра-
зом, что

γµν =
l2

�
gµν. (2.51)

Параметр � описывает масштаб кривизны на бране по отношению к AdS-
длине, предел � → 0 соответствует приближению малой кривизны, так
что применимы обычные четырехмерные уравнения Эйнштейна. Поэто-
му предпочтительно использовать не γµν, а перенормированную метрику
браны gµν.

Поскольку существует устойчивое решение AdS5/CFT4 с четырехмер-
ной метрикой Шварцшильда в качестве граничной, которая стремится
к горизонту Пуанкаре для пространства анти-де Ситтера в инфракрас-
ном пределе, то возможно существование больших черных дыр в рамках
модели Рандалл-Сандрума II [77]. Более того, такие черные дыры устой-
чивы, поскольку в качестве граничной метрики для решения AdS5/CFT4

выступает метрика Шварцшильда, следовательно g(0) устойчива для лю-
бых порядков по �. Тогда геометрия балка должна перенять изометрии
граничной метрики [80].

Искомое решение имеет вид [77]:

ds2
5 =

l2

∆(r, x)2



r2Tdt2 +
x2g(x)S

f(r)2 dΩ2
(2) +

4A

f(r)4 dr2+

+
4B

f(r)2g(x)
dx2 +

2rxF

f(r)3 drdx



 ,

∆(r, x) =
(1− r2) + β̃(1− x2)

β̃(1− r2)
,

(2.52)

где координаты r и x безразмерны и принимают значения [0, 1], f(r) =

1 − r2, g(x) = 2 − x2, а X = {T, S, A,B, F} � набор гладких функций,
зависящих от только (r, x).

Если положить T, S > 0 и AB−r2x2g(x)2F 2/16 > 0, то метрика полу-
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чится евклидовой с правильной топологией. В противоположность слу-
чаю, описанному в [81], функция ∆(r, x) не исчезает при x = 1, так что
в этой координате не возникает ультрафиолетовой расходимости. Если
выбрать опорную метрику ḡ так, чтобы T = A = B = S = 1, а F = 0, то
x = 1 будет соответствовать положению браны. Безразмерный параметр
β̃ определяет обратную температуру β = 4πβ̃l и эффективно описывает
размер черной дыры относительно масштаба космологической постоян-
ной.

Найденное в работе [77] решение для большой черной дыры на бране
в модели Рандалл-Сандрума II устойчиво и по мере увеличения радиуса
асимптотически стремится к черной дыре Шварцшильда.

Решение Абдолрахими-Пейджа. Абдолрахими, Каттоен, Пейдж и
Ягхупур-Тари получили решение для больших черных дыр в модели
Рандалл-Сандрума II [82, 83] независимо от Фигераса и Вайсмана [77].
Однако эти два решения хорошо согласуются между собой. Абдолрахи-
ми и др. использовали численный спектральный метод, чтобы выразить
пятимерную метрику через полиномы Лежандра [82]. В результате эф-
фективная четырехмерная метрика, индуцированная на брану, принима-
ет вид:

ds2 = γµνdxµdxν = −



1−
2M

r



 dt2 +



r2 +
1

(−Λ)
F



 dΩ2 +

+



1−
1

(−Λr2)

r − 2M

r − 1.5M



F − r
dF

dr











1−
2M

r




−1

dr2,

(2.53)

где F � найденный численно полином, который стремится к единице
при r →∞. Наилучшая аппроксимация для него имеет вид:

F11 = 1− 1.1241



2M

r



 + 1.956



2M

r




2

− 9.961



2M

r




3

+

39



+ 35.475



2M

r




4

− 75.962



2M

r




5

+ 99.432



2M

r




6

−

− 3.694



2M

r




7

+ 18.726



2M

r




8

+ 13.990



2M

r




9

−

− 12.366



2M

r




10

+ 2.900



2M

r




11

.

(2.54)

Полученная метрика (2.53) является асимптотически шварцшильдов-
ской. Можно показать, что в первом порядке по 1/(−ΛM 2) температура
Хокинга и энтропия черной дыры Рандалл-Сандрума II имеют те же
значения, что и для решения Шварцшильда с той же массой ADM.

Таким образом в своей работе [82,83] Абдолрахими, Пейдж и др. неза-
висимо подтвердили вывод Фигераса и Вайсмана относительно существо-
вания больших устойчивых черных дыр в модели Рандалл-Сандрума II,
что является важным свидетельством в пользу данной теории. Решения
Фигераса-Вайсмана и Абдолрахими-Пейджа открывают новые возмож-
ности для проверки модели Рандалл-Сандрума и потому нуждаются в
дальнейшем исследовании.

2.4. Параметризованный постньютоновский формализм

2.4.1. Основные требования

Постулаты метрических теорий допускают существование дальнодей-
ствующих полей тяготения кроме метрики, однако требуют, чтобы ма-
терия и негравитационные поля не зависели от них [84]. Таким образом,
метрика оказывается единственным гравитационным полем, входящим
в уравнения движения, а остальные поля могут создаваться материей и
совместно с ней могут генерировать метрику, но не способны непосред-
ственно с ней взаимодействовать. Одна метрическая теория отличается
от другой только тем характерным способом, каким материя и, возмож-
но, другие поля тяготения создают метрику.

Параметризованный постньютоновский формализм рассматривает
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медленное движение в постньютоновском пределе в случае слабого по-
ля для всех видов возможных метрических теорий и описывает его с
помощью десяти постньютоновских параметров. Каждая метрическая
теория характеризуется набором конкретных значений этих параметров.
Такое приближение является достаточно точным для экспериментов в
Солнечной системе, но оно не адекватно для обсуждения гравитацион-
ного излучения, для которого не выполняется предположение медлен-
ного движения, систем компактных объектов вроде двойных пульсаров,
для которых не выполняется предположение слабости полей, а также в
космологии, где делаются совершенно иные предположения [84].

Относительно свойств самогравитирующих тел необходимо два пред-
положения [85]:

1) вещество, из которого состоит тело, является идеальной жидкостью;

2) (анизотропный) поток излучения и сквозь тело пренебрежимо мал
по сравнению с плотностью его внутренней энергии.

Идеальная невязкая жидкость в ньютоновском пределе подчиняется стан-
дартным уравнениям гидродинамики. Из этих соображений определяет-
ся как ньютоновский потенциал, так и тензор энергии-импульса рассмат-
риваемой жидкости.

Обобщенная постньютоновская метрика должна быть записана таким
образом, чтобы удовлетворять следующим принципам:

1) все отклонения метрики от плоского пространства только ньюто-
новского и постньютоновского порядка; постпостньютоновские от-
клонения и отклонения более высокого порядка не учитываются;

2) на больших расстояниях между точкой поля и материей метрика
становится плоской;

3) в метрику входят только масса покоя, энергия, давление и скорость
вещества, но не входят градиенты этих величин;

4) координаты выбраны таким образом, чтобы метрические коэффи-
циенты были безразмерными.
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Используя все эти предположения, можно параметризовать не только
метрику, но и тензор энергии-импульса, выразив его через ньютонов-
ский потенциал, плотность, квадрат скорости вещества, давление и т. д.
Все расчеты, приведенные в [86] применимы только к массивным телам
которые, будучи источниками внешнего гравитационного поля, находят-
ся в покое относительно системы координат в данный момент времени.
Учет движения таких тел может привести к дальнейшему нарушению
принципа эквивалентности.

В постньютоновском подходе используются два постулата, которые
проистекают из рассмотрений результатов экспериментов с помощью под-
хода Дикке [85]:

1) существует метрика с сигнатурой −2, которая определяет единицы
измерения длины и времени в обычном тензорном виде:

ds2 = gijdxidxj; (2.55)

2) вещество под давлением реагирует на воздействие гравитации таким
образом, чтобы для дивергенции полного тензора энергии-импульса
для любой материи и негравитационных полей по компонентам мет-
рики было верно соотношение

∇ · T = 0, (2.56)

где T � полный тензор энергии-импульса для всех материальных и
негравитационных полей.

2.4.2. Ньютоновский предел

Тяготение в Солнечной системе является достаточно слабым, и нью-
тоновская теория объединяет почти все, кроме наиболее тонких, эффек-
ты. С точностью до 10−5 свет распространяется по прямой с постоянной
скоростью, а пробные частицы движутся в соответствии с уравнением

a = ∇U, (2.57)
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где a � ускорение тела, U � ньютоновский потенциал тяготения, созда-
ваемый материей с плотностью массы покоя ρ согласно выражениям

∇2U = − 4πρ, (2.58)

U(x, t) =

� ρ(x, t)

|x− x�| d3x�. (2.59)

Стоит заметить, что традиционно в параметризованном постньютонов-
ском формализме ньютоновский потенциал U имеет другой знак, чем
обычно, и является положительной величиной, т. е. U ≈ M/r [87].

Идеальная невязкая жидкость подчиняется обычным эйлеровским урав-
нениям гидродинамики:

dρ/dt +∇(ρv) = 0, (2.60)

ρdv/dt = ρ∇U −∇p, (2.61)

где v и ρ � скорость и плотность массы покоя элемента жидкости соот-
ветственно; p � полное давление (материи и излучения) на этот элемент;
d/dt = ∂/∂t + v∇ � полная производная по времени.

Однако ньютоновский предел перестает быть адекватным при точно-
сти выше, чем 10−5. Например, он не может дать значение смещения пе-
ригелия Меркурия с точностью лучше 5×10−7 рад на оборот (примерно
4 × 10−4��/столетие). Следовательно, необходимо более точное прибли-
жение метрики пространства-времени, получившее название постньюто-
новского.

2.4.3. Постньютоновский учет

В Солнечной системе ньютоновский потенциал тяготения нигде не
превышает 10−5 (в геометризованных единицах измерения U безразмер-
но). Скорости планет связаны с ним соотношениями вириала, из которых
следует, что

v2 ≤ U. (2.62)
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Материя Солнца и планет находится под давлением p, которое, как пра-
вило, меньше плотности энергии тяготения ρU , т. е.

p/ρ ≤ U (2.63)

(p/ρ ∼ 10−5 для Солнца и ∼ 10−10 для Земли). Удельная плотность
(отношение плотности энергии к плотности массы покоя) других видов
энергии (энергия сжатия, энергия излучения, тепловая энергия и пр.)
также мала:

Π ≤ U (2.64)

(Π ∼ 10−5 для Солнца и ∼ 10−9 для Земли). Эти четыре малые величины
имеют следующий порядок малости:

U ∼ v2 ∼ p/ρ ∼ Π ∼ O(2). (2.65)

При этом первая степень скорости v есть O(1), U 2 ∼ O(4); Uv ∼ O(3),
UΠ ∼ O(4) и т. д. Кроме того, поскольку эволюция Cолнечной системы
во времени определяется движением ее составных частей, ∂/∂t ∼ v∇ и,
следовательно,

|∂/∂t|/|∂/∂x| ∼ O(1). (2.66)

Для лагранжиана одиночной частицы в метрическом поле тяготения
ньютоновская физика дается приближением с точностью до членов по-
рядка O(2), следовательно, постньютоновская физика должна учиты-
вать члены следующего порядка малости, т. е. O(4). Что касается нечет-
ных порядков малости � O(1) и O(3), они должны содержать нечетное
число скоростей v или производных ∂/∂t. Поскольку такие члены меня-
ют знак при обращении хода времени, они должны описывать диссипа-
цию или поглощение энергии материей. Однако закон сохранения массы
покоя исключает появление членов O(1), а закон сохранения энергии в
постньютоновском пределе � членов O(3). В порядке выше четвертого
разные теории могут давать различные результаты. Например, в общей
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теории относительности закон сохранения постньютоновской энергии за-
прещает наличие членов O(5), однако члены O(7) могут присутствовать
� они описывают энергию, теряемую материей на гравитационное излу-
чение. Итак, для получения постньютоновского предела любой метриче-
ской теории необходимо знать компоненты метрики g00 до членов O(4),
g0j � до O(3) и gjk � до O(2) соответственно.

2.4.4. Постньютоновские потенциалы

Материю, составляющую Солнечную систему, можно рассматривать
как идеальную жидкость [86]. Постньютоновский предел для идеальной
жидкости в любой метрической теории гравитации лучше всего вычисля-
ется формальным решением уравнений поля и представлением метрики
в виде последовательности постньютоновских функционалов материаль-
ных переменных с коэффициентами, которые могут зависеть от усло-
вий связи локальной материи и космологического окружения, а также
от других постоянных теории. Эволюция материальных переменных и,
следовательно, функционалы метрики определяются уравнениями дви-
жения T µν

;ν = 0, где тензор энергии-импульса и постньютоновская метри-
ка имеют порядок, согласующийся с постньютоновским приближением.
Эволюция космологических коэффициентов связи определятся решени-
ем соответствующей космологической модели. Таким образом, наиболее
общую постньютоновскую метрику можно найти, просто записав члены
метрики, состоящие из возможных постньютоновских функционалов ма-
териальных переменных, каждый из которых умножен на произвольный
коэффициент (возможно, зависящий от характера связи с космологиче-
ским окружением и других констант), и добавив эти члены к метрике
Минковского для получения физической метрики. К сожалению, коли-
чество таких функционалов бесконечно велико, так что для развития
формализма необходимо наложить некоторые ограничения на подлежа-
щие рассмотрению члены, руководствуясь частично субъективным пред-
ставлением �разумности�, частично свидетельствами известных теорий
тяготения [84].
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1) Члены метрики должны быть ньютоновского и постньютоновско-
го порядка; члены постпостньютоновского и высших порядков не
включаются.

2) Члены метрики должны стремиться к нулю, когда расстояние |x−
x�| между точкой поля x и типичной точкой внутри материи x� ста-
новится большим. Это гарантирует, что в квазидекартовой системе
координат асимптотической метрикой будет метрика Минковского.

3) Координаты выбираются так, чтобы метрика была безразмерной.

4) В выбранной здесь квазидекартовой системе координат начало ко-
ординат как в пространстве, так и во времени является совершенно
произвольным, так что метрика не должна содержать его в явном
виде. Это гарантируется использованием функционалов, в которые
точка поля x всегда входит в комбинации x − x� (где x� � точка,
связанная с распределением материи), и представлением всех зави-
симостей от времени в неявном виде через вариации материальных
переменных и возможных коэффициентов космологической связи.

5) Поправки к метрике h00, h0j и hjk при пространственных враще-
ниях должны преобразовываться как скаляры: векторы и тензоры
соответственно и, следовательно, должны быть сконструированы из
соответствующих величин. Среди переменных, связанных с распре-
делением материи, примерами являются: скаляры ρ, |x − x�|, v�2,
v�(x−x�) и другие, векторы v�j, (x−x�)j и тензоры (x−x�)j(x−x�)k,
vjvk и другие. Для переменных, зависящих от структуры уравне-
ний поля теории и условий связи с космологическим окружением,
имеются только два типа величин в системе покоя Вселенной: ска-
лярные космологические коэффициенты связи, т. е. численные ко-
эффициенты, и тензор δjk. В системе покоя изотропной Вселенной
никакие векторы или анизотропные тензоры не могут быть скон-
струированы. Если же Вселенная предполагается слегка анизотроп-
ной, такие члены возможны [88].

6) Функционалы метрики должны порождаться массой покоя, энерги-

46



ей, давлением и скоростью, но не их градиентами. Это ограничение
является субъективным, и его можно легко снять, как только для
этого появится причина. Пока таких причин не было.

7) Функционалы должны быть �простыми�. Это ограничение является
крайне субъективным.

Имея в виду эти ограничения, запишем члены, которые могут по-
явиться в постньютоновской теории.

1) gjk до O(2): из условия 5) следует, что при вращениях gjk должно
вести себя как трехмерный тензор, так что единственные члены,
которые могут появиться, это Uδjk и

Ujk =

� ρ(x�, t)(x− x�)j(x− x�)k

|x− x�|3 d3x�. (2.67)

Член Ujk более удобно выразить через так называемый суперпотен-
циал

χ(x, t) = −
� ρ(x�, t)

|x− x�| d3x�, (2.68)

χ,jk = − δjkU + Ujk, ∇2χ = − 2U. (2.69)

Теперь необходимо рассматривать только члены Uδjk, χjk.

2) g0j до O(3): эти компоненты метрики при вращении должны преоб-
разовываться как трехмерные векторы и, следовательно, содержат
только члены

Vj =

� ρ(x�, t) v�j
|x− x�| d3x�, (2.70)

Wj =

� ρ(x�, t) (x− x�) (x− x�)j

|x− x�|3 d3x�. (2.71)

Эти функционалы также связаны с суперпотенциалом χ:

χ,0j = Vj −Wj. (2.72)
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3) g00 до O(4): эта компонента при вращении должна вести себя как
скаляр. Единственные члены, которые следует в этом случае рас-
смотреть, это U 2 и

U =

� ρ�

|x− x�| d3x�,

Ujk =

� ρ(x�, t)(x− x�)j(x− x�)k

|x− x�|3 d3x�

ΦW =

�
ρ�ρ��

x− x�

|x− x�|3



 x� − x��

|x− x��|−
x− x��

|x� − x��|



 d3x� d3x��,

Φ1 =

� ρ�v�2

|x− x�| d3x�,

Φ2 =

� ρ�U �

|x− x�| d3x�,

Φ3 =

� ρ�Π�

|x− x�| d3x�,

Φ4 =

� p�

|x− x�| d3x�,

A =

� ρ�[v�(x− x�)]2

|x− x�|3 d3x�,

B =

� ρ�(x− x�)

|x− x�|
dv�

dt
d3x�.

(2.73)

Ограничение 7) было использовано, чтобы ликвидировать другие воз-
можные громоздкие метрические функционалы, например

VjVjU
−1, Φ1Φ3U

−2, UijUij,

∇χ∇U, ∇
� ρ�∇�χ�

|x− x�| d3x� . . .
(2.74)

Если один из этих членов появится в постньютоновской метрике какой-
либо теории гравитации, использованный формализм можно соответ-
ственно модифицировать.

Функционалы, включенные в метрику, удовлетворяют соотношениям:
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∇2Vj = − 4πρvj,

Vj,j = − U,0,

∇2Φ1 = − 4πρv2,

∇2Φ2 = − 4πρU,

∇2Φ3 = − 4πρΠ,

∇2Φ4 = − 4πρ,

∇2(ΦW + 2U 2 − 3Φ2) = 2χ,ijU,ij,

χ,00 = A + B− Φ1.

(2.75)

2.4.5. Постньютоновская калибровка

Стандартная постньютоновская калибровка для метрики имеет вид:

g00 =− 1 + 2U − 2βU 2 − 2ξΦW +

+ (2γ + 2 + α3 + ς1 − 2ξ) Φ1 +

+ 2 (3γ − 2β + 1 + ς2 + ξ) Φ2 + 2 (1 + ς3) Φ3 +

+ 2 (3γ + 3ς4 − 2ξ) Φ4 − (ς1 − 2ξ) A −
− (α1 − α2 − α3) w2U 2 − α2w

iwjUij − (2α3 − α1) wiVi,

g0i =−
1

2
(4γ + 3 + α1 − α2 + ς1 − 2ξ) Vi −

−
1

2
(1 + α2 − ς1 + 2ξ) Wi −

−
1

2
(α1 − 2α2) wiU − α2w

iUij = 0,

gij = (1 + 2γU) δij

(2.76)

Стандартная постньютоновская калибровка для тензора энергии-импуль-
са идеальной жидкости:

T 00 = ρ
�
1 + Π + v2 + 2U

�

T 0i = ρ
�
1 + Π + v2 + 2U + p/ρ

�
vi,

T ij = ρ
�
1 + Π + v2 + 2U + p/ρ

�
vivj + pδij (1− 2γU) .

(2.77)
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ППН- Физический Значение Эксперимен-
Эффектыпараметр смысл в ОТО тальное

в ОТО значение

γ
кривизна пространства,

1 1 + 2.3× 10−5
задержка,

создаваемая единицей отклонение светамассы покоя

β
степень нелинейности

1 1 + 1.1× 10−4
эффект Нордтведта,

закона суперпозиции смещение
для гравитации перигелия

ξ
наличие эффектов

0 1× 10−3 приливы Землипривилегированного
положения

α1 наличие эффектов 0 1× 10−4 круговая
поляризация

α2 привилегированной 0 4× 10−7 прецессия оси

α3 системы отсчета 0 4× 10−20 самоускорение

ς1 нарушение закона 0 2× 10−2 �

ς2 0 4× 10−5 ускорение двойного
сохранения пульсара

ς3 полного импульса 0 1× 10−8 3й закон Ньютона
ς3 0 6× 10−3 �

Таблица 1. Экспериментальные значения постньютоновских параметров.

Постньютоновскими параметрами являются коэффициенты, исполь-
зованные в калибровке метрики (2.76). Для разных моделей гравита-
ции значения этих коэффициентов различаются. Их физический смысл
и значения для общей теории относительности приведены в таблице 1.

Параметризованный постньютоновский формализм является одним
из методов, наиболее приспособленных для рассмотрения эксперимен-
тов в Солнечной системе. Он позволяет не только описывать гравита-
цию в постньютоновском пределе, но и сравнивать предсказания различ-
ных теорий друг с другом и с результатами измерений. Таким образом,
параметризованный постньютоновский формализм открывает широкие
возможности для проверки расширенных теорий гравитации в пределе
слабого поля.

2.5. Выводы к главе 2

В настоящий момент существует немало возможностей для проверки
расширенных моделей гравитации путем сравнения теоретических пред-
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сказаний с данными наблюдений. С другой стороны, существует огром-
ное число расширенных моделей гравитации, включая модели со скаляр-
ным полями и дополнительными компактными и некомпактными изме-
рениями. Эти модели нуждаются в проверке и подтверждении, в том
числе, на основе астрономических данных. Точность наблюдений так-
же постоянно возрастает, предоставляя возможности для более деталь-
ной проверки имеющихся теорий. Таким образом, поиск наблюдатель-
ных особенностей расширенных моделей гравитации является не просто
важной задачей, а насущной необходимостью.
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3. Внутренняя структура решения типа �черная ды-
ра� Максвелла-Гаусса-Бонне

3.1. Постановка задачи

Ранее в работах [26, 31–33] было получено статическое, асимптоти-
чески плоское, сферически-симметричное решение типа �черная дыра�
низкоэнергетического эффективного действия струнной гравитации с по-
правками второго порядка по кривизне в форме члена Гаусса-Бонне.
Рассматриваемые черные дыры представляют интерес прежде всего на
планковском масштабе, поскольку величина квадратичных поправок по
кривизне быстро убывает с расстоянием. В связи с этим обсуждалась
возможность получения таких объектов на ускорителях. Однако кроме
ускорителей высокоэнергетичные частицы наблюдаются в астрономии
(космические лучи, гамма-всплески). Исследование спектров излучений
такого рода позволяет обнаружить высокоэнергетичные частицы. Если
черные дыры Гаусса-Бонне присутствуют в космических лучах или спек-
трах гамма-всплесков, они могут быть обнаружены. Изменения свойств
этих объектов при заряде, превышающем критическое значение, также
должно сказаться на результатах наблюдений космического излучения.

Как было показано, незаряженная черная дыра Гаусса-Бонне име-
ет внутреннюю сингулярность [26]. Однако при увеличении заряда до
определенного критического значения внутренняя сингулярность исче-
зает [31–33] и решение продолжается до некоторой точки r0, для которой
g00(r0) = 0. Если точка r0 не является сингулярной, решение Максвелла-
Гаусса-Бонне становится проходимым. В этом случае должен образовать-
ся компактный объект другого рода, нежели черная дыра, присутствие
которого может сказаться на получаемых спектрах космического излу-
чения. Этот аспект чрезвычайно важен в связи с неослабевающим ин-
тересом к проходимым компактным объектам, которые могут служить
�мостом� в другую Вселенную или другую область нашей Вселенной.
Магнитные свойства и отсутствие внутренней сингулярности (т. е. про-
ходимость) могут наблюдаться у объектов астрофизического масштаба
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на больших расстояниях. Например, ранее была рассмотрена методика
вычислений гравитационного линзирования для света, распространяю-
щегося через кротовые норы. Были найдены принципиальные и харак-
терные особенности электромагнитного излучения, проходящего через
кротовые норы [89]. На основании этих особенностей были предложены
методы наблюдения характерных отличий кротовых нор от других объ-
ектов, а также методы определения характерных параметров для разных
моделей кротовых нор. Возможность отождествления типа компактно-
го объекта при аккреции также была рассмотрена и подтверждена для
кротовой норы в теории Бранса-Дикке [90]. В связи со всем выше сказан-
ным, вопрос о наличии внутренней сингулярности в решении Максвелла-
Гаусса-Бонне представляется чрезвычайно важным с точки зрения воз-
можности поиска и наблюдения соответствующих компактных объектов.

Целью данной главы является исследование поведения инварианта
кривизны (скаляра Кречмана) RijklRijkl в случае черной дыры Максвелла-
Гаусса-Бонне с зарядом, превышающим критическое значение, и уточне-
ния, таким образом, природы объекта, возникающего в результате из-
менения топологии. Согласно классификации сингулярностей, изложен-
ной в работах [29, 30], расходимость инварианта кривизны служит по-
казателем наличия сингулярности. В результате было получено полное
описание топологических свойств черной дыры Максвелла-Гаусса-Бонне
[22, 91].

3.2. Решение

Как и в предыдущих работах, используем наиболее общий вид сфери-
чески-симметричной метрики (2.21) и действие (2.24). Для простоты бу-
дем считать, что рассматриваемая черная дыра обладает только магнит-
ным зарядом, поскольку в случае необходимости полученный резуль-
тат всегда можно распространить на более общий случай. Используя
калибровку Гарфинкла-Горовица-Стромингера (GHS) σ(r) = 1 и анзац
FµνF µν = F = q sin θ dθ ∧ dϕ [21] для тензора Максвелла, а также нор-
мируя выражения на массу Планка, получим уравнения поля:
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�
ff �� + f 2(φ�)2� + 4e−2φλ

�
φ�� − 2(φ�)2� �

∆(f �)2 − 1
�
+

+ 8e−2φλ∆f �f ��φ� = 0,
(3.1)

�
1 + ∆f 2(φ�)2 −∆�ff � −∆(f �)2� +

+ 4e−2φλφ�∆� �1− 3∆(f �)2�− e−2φq2f−2 = 0,
(3.2)

�
∆��f + 2∆�f � + 2∆f �� + 2∆f(φ�)2� +

+ 8e−2φλ
�
φ�� − 2(φ�)2� ∆∆�f �+

+ 8e−2φλφ�
�
(∆�)2f � + ∆∆��f � + ∆∆�f ��

�
− 2e−2φq2f−3 = 0,

(3.3)

− 2
�
∆�f 2φ� + 2∆ff �φ� + ∆f 2φ��

�
+ 4e−2φλ

�
(∆�)2(f �)2+

+ ∆∆��(f �)2 + 2∆∆�f �f �� −∆���− 2e−2φq2f−2 = 0,
(3.4)

где ∆ и f � компоненты метрики (2.21), зависящие только от ради-
альной координаты, φ � дилатонное поле, также являюющееся функ-
цией радиальной координаты, λ � параметр струнного взаимодействия,
а q � магнитный заряд, за единицу которого выбран монополь Дира-
ка [92,93]. Аналогично работе [21], решение с магнитным зарядом можно
при необходимости использовать для получения решения с электриче-
ским зарядом. Манитный заряд выбран нами во многом для удобства
рассмотрения, как и предыдущими исследователями [17, 21,31–33].

Квадрат тензора Римана, поведение которого нас интересует, выра-
жается через метрические функции следующим образом:

RijklR
ijkl = (∆��)2 + 4(∆�)2 (f

�)2

f 2 + 8∆2f
��2

f 2 + 8∆∆�f
�f ��

f 2 +
4

f 4 −

− 8∆
f �2

f 4 + 4∆2f
�4

f 4 .

(3.5)

Очевидно, чтобы найти его зависимость от радиальной координаты в
явном виде, необходимо решить систему уравнений (3.1–3.4). Данная си-
стема состоит из четырех уравнений, в то время как для определения
двух метрических функций ∆ и f и дилатона φ достаточно трех. Заме-
тим, что уравнения (3.1), (3.3) и (3.4) содержат производные метриче-
ских функций и дилатона второго порядка, тогда как уравнение (3.2) �
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только первого. Поэтому для получения метрических функций и дила-
тона будем решать систему, состоящую только из уравнений (3.1), (3.3) и
(3.4), а уравнение (3.2) оставим как тождество для проверки полученного
решения путем подстановки.

Как было показано ранее в работах [26, 31–33], данная система урав-
нений не имеет аналитического решения. Поэтому выберем в качестве
асимптотики на бесконечности и, соответственно, начального условия
для численного интегрирования решение Гиббонса-Маеды-Гарфинкла-
Горовица-Стромингера (GM-GHS). Это решение представляет собой рас-
ширение метрики Шварцшильда на случай заряженной черной дыры в
присутствии поправок второго порядка по кривизне и тензора Максвел-
ла, связанных со скалярным полем:

ds2 =



1−
2M

r



 dt2 −



1−
2M

r




−1

dr2 − r



r −
q2e2φ0

M



 dΩ,

e−2φ = e−2φ0 −
q2

Mr
,

(3.6)

где M � масса черной дыры.
Основная сложность в получении решения, описывающего внутрен-

нюю структуру черной дыры, численными методами заключается в том,
что у метрической функции ∆ наблюдается устранимая особенность на
горизонте событий. Чтобы продолжить вычисления под горизонт, рас-
четы проводились в два этапа. Сначала в качестве начальных значе-
ний, т. е. асимптотики на бесконечности, было использовано решение
Гиббонса-Маеды-Гарфинкла-Горовица-Стромингера (3.6). Таким обра-
зом были найдены решения для метрических функций и дилатона вне
горизонта событий. Полученные в результате значения в окрестности
горизонта были взяты в качестве новых начальных условий. При этом
учтено, что поведение метрических функций и дилатона вблизи горизон-
та описывается следующими асимптотическими рядами [26, 32]:

∆ = d1x + d2x
2 + O(x2),
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f = f0 + f1x + f2x
2 + O(x2),

e−2φ = e−2φ0 + φ1x + φ2x
2 + O(x2),

(3.7)

где x = r − rh � 1, а коэффициенты разложения можно найти из урав-
нений поля (3.1–3.4). Более того, вблизи горизонта событий можно огра-
ничиться линейным приближением функций ∆, f и e−2φ, а именно:

∆ = d1x,

f = rh + f1x,

e−2φ = φh + φ1x,

(3.8)

где rh � радиус горизонта событий, а коэффициенты d1, f1, φh и φ1

зависят от массы и заряда черной дыры и определяются из результатов
численного интегрирования.

3.3. Результаты численного интегрирования

Для получения как можно более полной картины при численном ре-
шении системы уравнений (3.1), (3.3) и (3.4) производился перебор по
двум независимым параметрам, а именно по массе в диапазоне от 4 до
100 масс Планка и по заряду черной дыры в окрестности ожидаемого
критического значения, которое описывается приближенным соотноше-
нием [32]

qcr =
�
8
√

3 λM 4
�1/6

, (3.9)

где M выражена масса Планка, и, следовательно, q также выражается в
планковских единицах. Полученные результаты полностью согласуются
с изложенными ранее в работах [26, 31–33], что показано на графиках.
Значения критического заряда в зависимости от массы черной дыры,
полученные эмпирически в результате численного интегрирования, при-
ведены в таблице 2.

Как и ожидалось, при заряде, превышающем критическое значение
qcr, внутренняя сингулярность rs исчезает, функция ∆ демонстрирует ло-
кальный минимум, вновь возрастает до нуля и заканчивается в точке r0,
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Mbh/mpl 5.00 10.00 15.00 20.00 50.00 60.00 70.00 90.00 100.00
qcr 2.63 4.43 5.92 7.24 13.56 15.33 17.01 20.13 21.60

Таблица 2. Зависимость значения критического заряда qcr от массы черной дыры M .
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Рис. 3. Зависимость метрической функции ∆ (слева) и дилатонной экспоненты e−2φ

(справа) от радиальной координаты r при q = 21.50 < qcr и q = 24.81 > qcr для
rh = 200, т. е. для черной дыры с массой M = 100.
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Рис. 4. Зависимость метрической функции f от радиальной координаты r при q =
21.50 < qcr и q = 24.81 > qcr для rh = 200, т. е. для черной дыры с массой M = 100.
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для которой g00(r0) = 0, что отличает данное решение от GM-GHS (Рис.
3). Функции f и e−2φ ведут себя аналогично случаю GM-GHS, монотонно
убывая до сингулярности rs при q < qcr и r0 при q > qcr (Рис. 3, Рис. 4).
Особо стоит отметить, что метрическая функция f ведет себя как f = r

почти на всей области определения, т. е. по факту выполняет функцию
радиальной координаты под горизонтом черной дыры Максвелла-Гаусса-
Бонне (Рис. 4). Вблизи самой сингулярности rs наблюдается небольшое
отклонение от основного поведения, однако его нельзя считать суще-
ственным. Если экстраполировать функцию f за сингулярность в точке
rs, она должна достигать своего нуля раньше, чем радиальная коорди-
ната. Однако при q > qcr метрическая функция f резко убывает вблизи
r0 и достигает своего нуля заметно раньше, чем r, и раньше, чем пред-
полагает упомянутая экстраполяция за точку rs в случае малого заряда.
Функция e−2φ также приближается к своему нулю вблизи нуля функции
f при q > qcr, чего не наблюдается при q < qcr (Рис. 3).

На основе результатов численного интегрирования системы уравне-
ний (3.1), (3.3) и (3.4), которые представлены на Рис. 3 и Рис. 4, было
получено поведение инварианта кривизны RijklRijkl. При q < qcr он ко-
нечен почти везде, но резко возрастает вблизи сингулярности rs (Рис. 5).
Когда заряд черной дыры q достигает критического значения и сингу-
лярность rs сменяется локальным минимумом функции ∆, в окрестности
этого локального минимума роста инварианта кривизны RijklRijkl не на-
блюдается, следовательно в данной точке скалярная сингулярность (син-
гулярность кривизны) отсутствует. В этом случае инвариант кривизны
резко возрастает вблизи нуля функции f . Таким образом, точка r0, яв-
ляющаяся нулем функций ∆ и f и ограничивающая область, в которой
существует решение при q > qcr, играет роль центральной сингулярно-
сти для решения типа �черная дыра� Максвелла-Гаусса-Бонне. Заметим
также, что вблизи центральной сингулярности r0 инвариант кривизны
расходится быстрее, чем вблизи сингулярности rs, а именно:

RijklR
ijkl ∼ const1 × (r − rs)

−1 при r → rs,

RijklR
ijkl ∼ const2 × (r − rx)

−5 при r → rx.
(3.10)
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Рис. 5. Зависимость инварианта кривизны RijklRijkl от радиальной координаты r
при q = 21.50 < qcr и q = 24.81 > qcr для rh = 200, т. е. для черной дыры с массой
M = 100.

На Рис. 6 приведена трехмерная зависимость инварианта кривизны
RijklRijkl от радиальной координаты r при различных значениях заряда
q. Данный график наглядно иллюстрирует изменение внутренней струк-
туры черной дыры Максвелла-Гаусса-Бонне при q = qcr.

Чтобы проверить, является ли найденная нами центральная сингуляр-
ность r0 реализацией внутреннего горизонта rx, принадлжещаего нефи-
зичной ветви решения в случае малого заряда [26, 31–33], рассмотрим
уравнение горизонта [94, 95]

gµν∂µf∂νf = 0. (3.11)

Нас интересует, выполняется ли оно для центральной сингулярности r0.
Поскольку поведение метрических функций было получено нами числен-
но, то и поведение условия для горизонта (3.11) также было исследовано
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Рис. 6. Трехмерная зависимость инварианта кривизны RijklRijkl от заряда q и ради-
альной координаты r при q = 21.50 < qcr и q = 24.81 > qcr для rh = 200, т. е. для
черной дыры с массой M = 100.

численно, а результат приведен на графике (Рис. 7). В силу того, что
значение gµν∂µf∂νf вблизи центральной сингулярности r0 расходится
и, следовательно, условие (3.8) не выполняется, центральная сингуляр-
ность r0 не является горизонтом, а с точки зрения внутренней структуры
черная дыра Максвелла-Гаусса-Бонне с зарядом, превышающим крити-
ческое значение, больше всего похожа на черную дыру Шварцшильда
(Рис. 7).

Таким образом, приведенные результаты подтверждают высказанную
ранее в работах [31–33] идею, что при достижении критического заря-
да существует асимптотически плоское решение с областью определе-
ния от бесконечности до нуля метрической функции f . Эта точка, r0

является центральной сингулярностью. Следовательно, при достижении
зарядом черной дыры своего критического значения заметно изменяет-
ся внутренняя структура решения Максвелла-Гаусса-Бонне, однако оно
по-прежнему описывает черную дыру. Если бы сингулярность в точке
внутреннего горизонта была устранимой (т. е. инвариант кривизны при-
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Рис. 7. Зависимость функции gµν∂,µf∂,νf от радиальной координаты r при q =
24.81 > qcr для rh = 200, т. е. для черной дыры с массой M = 100.

rh

rhrh

rh

J+ J+

J-J-

I+ I+

I-

I0 I0

I-

f(r) = 0

f(r) = 0

Рис. 8. Глобальная структура пространства-времени черной дыры Максвелла-Гаусса-
Бонне при q > qcr.
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нимал бы конечное значение), решение Максвелла-Гаусса-Бонне можно
было бы интерпретировать как компактный объект, обладающий одно-
стронней проходимостью. Наличие центральной сингулярности исклю-
чает такую возможность.

3.4. Выводы к главе 3

На основании исследования поведения инварианта кривизны под го-
ризонтом черной дыры Максвелла-Гаусса-Бонне установлено, при маг-
нитном заряде, превышающем критическое значение, возникает централь-
ная сингулярность, ограничивающая гладкое решение и являющаяся ну-
лем метрических функций g00 и g22. Причем нуль у функции g22 соот-
ветствует тому, что это именно центральная сингулярность (аналогич-
ная Шварцшильдовской). Таким образом, при заряде, который боль-
ше или равен критического, изменяется внутренняя структура решения
Максвелла-Гаусса-Бонне, однако описываемый им компактный объект
остается обычной черной дырой, т. е. никакой внутренней R-области
(горловины, и как следствие проходимости) не наблюдается. Следова-
тельно, рассмотренное решение может быть зарегистрировано только в
качестве черной дыры Максвелла-Гаусса-Бонне как в жестком косми-
ческом излучении, так и при наблюдении астрофизических объектов с
магнитными свойствами (публикации №1, 3).
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4. Расширенные модели гравитации в постньютонов-
ском пределе

4.1. Постановка задачи

Решение Шварцшильда описывает не только статическую незаряжен-
ную черную дыру. Оно также представляет собой метрику любой сфери-
чески-симметричной конфигурации гравитационного поля в пустоте, т. е.
системы с массивным объектом в центре. В пределе слабого поля, ма-
лых скоростей и низкой плотности вещества, составляющего планеты и
астероиды, по сравнению с Солнцем, метрика Шварцшильда и любая
другая сферически-симметричная метрика применимы, в том числе, и к
Солнечной системе.

Параметризованный постньютоновский формализм был разработан
как единая система описания метрических теорий гравитации, которые
отличаются друг от друга значениями десяти коэффициентов, так назы-
ваемых постньютоновских параметров. Поскольку на сегодняшний день
постньютоновские параметры измерены с достаточно хорошей точно-
стью (Табл. 1), сопоставление коэффициентов постньютоновского разло-
жения решения расширенной теории гравитации с экспериментальными
значениями позволяет судить о реализуемости рассматриваемой теории
и получить ограничения на ее параметры.

Целью данной главы является получение постньютоновской парамет-
ризации эффективных четырехмерных статических асимптотически-плос-
ких сферически-симметричных решений струнной гравитации с компакт-
ными и некомпактными дополнительными измерениями. Это позволит
определить совместимость предсказаний рассматриваемых теорий гра-
витации с наблюдениями в пределе слабого поля и, возможно, нало-
жит ограничения на параметры моделей. Для этого рассматривается
модель Гаусса-Бонне как низкоэнергетический предел струнного дей-
ствия [26, 31, 32, 35, 91] и модель Рандалл-Сандрума II с одной браной,
в рамках которой недавно были получены асимптотически шварцшиль-
довские решения для больших черных дыр [77, 82,83].
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Для работы в постньютоновском пределе необходимо выполнение сле-
дующих условий:

1) приближение слабого поля;

2) асимптотически-плоское пространство, малый вклад поправок тео-
рии;

3) малые скорости материи, чтобы ее движение подчинялось гидроста-
тическим уравнениям для идеальной жидкости и в уравнениях поля
описывалось соответствующим тензором энергии-импульса.

На масштабах Солнечной системы все выбранные для исследования мо-
дели удовлетворяют данным требованиям.

Ранее постньютоновская параметризация космологического решения
Гаусса-Бонне в присутствии потенциала скалярного поля (2.25) уже бы-
ла исследована [35]. В данной работе рассматривается сферически-сим-
метричное решение для действия (2.20), а также решения для больших
черных дыр в модели Рандалл-Сандрума II [96–99].

4.2. Общее решение

Для получения решения в постньютоновской параметризации необхо-
димо рассмотреть возмущение плоской метрики [84]:

gµν = ηµν + hµν, (4.1)

где ηµν � метрика Минковского, а hµν � постньютоновские члены разло-
жения. В терминах скорости материи v они имеют следующий порядок:

h00 ∼ O(2) + O(4),

h0j ∼ O(3),

hij ∼ O(2),

(4.2)

Однако в нашей задаче удобнее выразить возмущения плоской метри-
ки через радиальную координату r. Тогда постньютоновские члены hµν

можно записать как
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h00 = h(1)
00 + h(2)

00 ,

h0j = h(3)
0j ,

hij = h(1)
ij ,

(4.3)

где верхний индекс в скобках соответствует степени по 1/r, которую име-
ет данная поправка.

Воспользуемся уравнением Эйнштейна в виде

Rµν = 8π



Tµν −
gµν

2
T



 ,

Tµν = Tmatter
µν + Tmodel

µν ,

T = Tµνg
µν,

(4.4)

где Tmatter
µν � тензор энергии-импульса материи, поведение которой, как

уже говорилось выше, описывается гидродинамическими уравнениями
для идеальной жидкости, а Tmodel

µν � тензор энергии-импульса, обуслов-
ленный дополнительными членами в лагранжиане рассматриваемой мо-
дели.

С учетом разложения (4.1) возмущения Rµν в требуемом порядке име-
ют вид

R00 =−
1

2
∇2h00 −

1

2

�
hjj,00 − 2hj0,j0

�
+

+
1

2
h00,j

�
hjk,k −

1

2
hkk,j

�
−

1

4
|∇h00|2 +

1

2
hjkh00,jk,

R0j =−
1

2

�
∇2h0j − hk0,jk + hkk,0j − hkj,0k

�
,

Rij =−
1

2

�
∇2hij − h00,ij + hkk,ij − hki,kj − hkj,k,i

�
,

(4.5)

где в качестве ∇2 мы используем оператор Лапласа в сферических ко-
ординатах. Соотношения (4.5) определяют левую часть уравнений поля
(4.4).
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Теперь рассмотрим подробнее правую часть. Чтобы упростить даль-
нейшие выкладки, сразу учтем, что цель данной задачи � поиск пост-
ньютоновской параметризации статических сферически-симметричных
решений, поэтому недиагональные компоненты метрики и зависимость
от каких-либо координат кроме радиальной отсутствуют. Тогда из вы-
ражений для гравитационного потенциала U

∇2U = − 4πρ,

U = M/r
(4.6)

следует:

ρ = −
M

4πr3 ∼ 1/r3,

p =
M 2

16πr4 ∼ 1/r4,

Π ∼ v2 ∼ 1/r.

(4.7)

Используем также постньютоновское разложение компонент тензора энер-
гии-импульса материи (2.77) и дифференциальные соотношения для пост-
ньютоновских функционалов (2.75). Тогда система, образованная из урав-
нений поля (4.4), записанных для поправок в требуемом порядке [84],
приобретает вид:

∇2h(1)
00 = − 8πρ− 16π



T (3)
00 −

g(0)
00

2
T (3)




model

, (4.8)

∇2h(1)
ij = − 8πρδij − 16π



T (3)
ij −

g(0)
ij

2
T (3)




model

, (4.9)

∇2h(4)
0j + U,0j = 16πρvj − 16πT (4) model

0j , (4.10)

∇2
�
h(2)

00 + 2U 2 − 8Φ2

�
=− 8πρ



1 + 2



v2 − U +
Π

2
+

3

2

p

ρ







−

(4.11)

66



−16π



T (4)
00 −

g(1)
00

2
T (4)




model

,

поскольку g(0)
0j = 0.

Таким образом, чтобы получить постньютоновское разложение сфери-
чески-симметричной метрики, требуется решить систему (4.8–4.11).

4.3. Модель Гаусса-Бонне

Рассмотрим действие Гаусса-Бонне

S =
1

16π

�
d4x
√
−g

�
−R + 2∂µφ∂µφ + λe−2φSGB

�
. (4.12)

Для рассмотрения модели Гаусса-Бонне воспользуемся уравнениями по-
ля в ковариантном виде [35]:

Gµν = 8π
�
Tmatter

µν + T φ
µν + TGB

µν

�
,

T φ
µν =

1

8π



∂µφ ∂νφ−
1

2
gµν ∂ρφ ∂ρφ



 ,

TGB
µν =

1

16π

�
2 (∇µ∇νe

−2φ) R− 2 gµν(�e−2φ) R−

− 4 (∇ρ∇µe
−2φ) Rνρ − 4 (∇ρ∇νe

−2φ) Rµρ+

+ 4 (�e−2φ) Rµν + 4 gµν(∇ρ∇σe−2φ) Rρσ−

− 4 (∇ρ∇σe−2φ) Rµρνσ

�
.

(4.13)

Приведем выражения (4.13) к виду (4.4). В силу теоремы Уилера об
отсутствии нетривиальных скалярных волос у черной дыры [24, 25]

T φ
µν −

1

2
gµνT

φ ≡ 0, (4.14)

т. е. тензор энергии-импульса дилатона не сказывается на постньютонов-
ском разложении метрики.

Как было показано ранее [26–28, 31, 32], в случае связи скалярного
поля с динамическим членом (в нашем случае, с членом Гаусса-Бонне)
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теорема Уилера не выполняется, т. е. черная дыра обладает нетривиаль-
ными скалярными волосами. Применительно к нашей задаче это озна-
чает, что вклад TGB

µν в уравнения поля и, соответственно, в разложение
метрики, не должен быть тождественно равен нулю. Действительно,

TGB
00 −

1

2
gµνT

GB =
2MD

πr6 +
6M 2D

πr7



1−
2M

r



 . (4.15)

Поскольку компоненты тензора энергии-импульса, также как и тензора
Риччи, имеют аналогичную структуру, можно сделать вывод, что

TGB
ij −

1

2
gijT

GB ∼ TGB
00 −

1

2
gµνT

GB ∼
1

r6. (4.16)

Согласно выражениям (4.8–4.11), значимыми для постньютоновского
разложения являются члены вида TGB

µν − gµνTGB/2 порядка 1/r3 и 1/r4.
Но из (4.15) и (4.16) видно, что такие члены в данной модели отсутству-
ют, то есть вклад, обусловленный присутствием члена Гаусса-Бонне, ока-
зывается за пределами постньютоновского порядка. В этом можно убе-
диться, получив возмущение метрики hGB

00 в явном виде. Поскольку для
него должно выполняться соотношение

∇2hGB
00 = −16π



TGB
00 −

g(1)
00

2
TGB



 =
2MD

πr6 , (4.17)

то, аналогично (4.6), получаем

hGB
00 = 8

DM

r4 . (4.18)

Как было отмечено выше (4.3), постньютоновские возмущения метри-
ки должны включать в себя члены 1/r и 1/r2. Поэтому влияние члена
Гаусса-Бонне и связанного с ним скалярного поля пренебрежимо мало, то
есть постньютоновская параметризация решения уравнений поля (4.13)
имеет точно такой же вид, как в общей теории относительности.

Член Гаусса-Бонне представляет собой поправку второго порядка по
кривизне. Модель Гаусса-Бонне является частным случаем гравитации
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Лавлока, так как действие (4.12) включает в себя первый член в ряду
поправок высших порядков по кривизне (2.2). Как мы показали, квадра-
тичная поправка по кривизне сказывается на разложении метрики в тре-
тьем постньютоновском порядке, поэтому ее присутствие не может быть
зарегистрировано в рамках экспериментов по измерению постньютонов-
ских параметров в Солнечной системе. Для регистрации квадратичной
поправки необходимо рассмотрение решения в сильном поле (двойные
пульсары). Если включить в рассмотрение поправки более высокого по-
рядка, начиная с третьего, их вклад в параметризацию метрики будет
еще слабее, так как ведущий порядок по 1/r должен быть еще выше, чем
1/r4. Эти соображения позволяют распространить результат, получен-
ный для модели Гаусса-Бонне, на всю гравитацию Лавлока. Более того,
поскольку сама гравитация Лавлока может рассматриваться, как част-
ный случай f(R)-гравитации, выводы относительно Гаусса-Бонне спра-
ведливы и для других моделей класса f(R), включающих ряд поправок
по кривизне и удовлетворяющих требованиям постньютоновского фор-
мализма.

Таким образом, мы рассмотрели постньютоновскую параметризацию
решения для гравитации с высшими поправками по кривизне типа гра-
витации Лавлока в присутствии скалярных полей на примере модели
Гаусса-Бонне. Как было показано, модели данного класса полностью со-
гласуются в своих предсказаниях с общей теорией относительности, неот-
личимы от нее с точностью до третьего постньютоновского порядка и не
могут быть уточнены с помощью результатов измерений постньютонов-
ских параметров в Солнечной системе. Дальнейшее исследование этого
вопроса требует рассмотрений в сильном поле, прежде всего, влияния
квадратичных поправок на свойства пульсаров, обусловленных парамет-
рами разложения в третьем постньютоновском порядке.
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4.4. Модель Рандалл-Сандрума

4.4.1. Решение Фигераса-Вайсмана

Теперь рассмотрим постньютоновскую параметризацию эффективно-
го четырехмерного решения, полученного для модели Рандалл-Сандрума
II в рамках соответствия AdS5/CFT4 [77]. Поскольку это решение допус-
кает существование больших черных дыр в рамках мира на бране, его
исследование в пределе слабого поля позволит судить о реализуемости
модели в целом. Соответствующие уравнения поля имеют вид:

Gµν = 8πG4T
brane
µν + �2 �

16πG4�TCFT
µν [g]�+ aµν[g]+

+ log � bµν[g]} + O(�4 log �),
(4.19)

�TCFT
µν [g]� =

1

4πlG5




−
1

4
(g(2))2

µν +
1

4
g(2)

µν Tr g(2)−

−
1

8
g(0)

µν

��
Tr g(2)

�2
− Tr

�
g(2)

�2
�


 ,

(4.20)

aµν[g] ≡−
1

4
∇2Rµν +

1

12
∇µ∇νR +

1

24
∇2Rgµν +

1

6
RRµν+

+
1

8
RαβR

αβgµν −
1

24
R2

µν −
1

2
RµανβR

αβ,

(4.21)

bµν[g] ≡−
1

2
∇2Rµν +

1

6
∇µ∇νR +

1

12
∇2Rgµν +

1

3
RRµν+

+
1

4
RαβR

αβgµν −
1

12
R2

µν −RµανβR
αβ,

(4.22)

где T brane
µν � тензор энергии-импульса материи на бране, G4 и G5 � че-

тырехмерная и пятимерная гравитационная постоянная соответственно,
а g(n)

µν определяются разложением Феффермана-Грэхема:

g̃µν(z, x) = g(0)
µν + z2g(2)

µν + · · · + zdg(d)
µν + hd logz2 + O(zd+1), (4.23)

g(0)
µν = gµν +

�2

2



Rµν −
1

6
gµνR



 + O(�4log�), (4.24)
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g(2)
µν =

1

d− 2



Rµν −
2

2(d− 1)
R g(0)

µν



 , (4.25)

g(4)
µν =

1

8
g(0)

µν

��
Tr g(2)

�2
− Tr

�
g(2)

�2
�

+
1

2

�
(g(2))2

�

µν
−

−
1

4
g(2)

µν Tr g(2) + tµν,

(4.26)

tµν =−
1

4
(g(2))2

µν +
1

4
g(2)

µν Tr g(2)−

−
1

8
g(0)

µν

��
Tr g(2)

�2
− Tr

�
g(2)

�2
�

.

(4.27)

Поскольку нас интересует сферически-симметричное решение, в ка-
честве асимптотики на бесконечности для четырехмерной метрики на
бране выберем метрику Шварцшильда. В разложении Тейлора ее изо-
тропная форма имеет следующий вид:

ds2 = −



1−
2M

r



 dt2 +



1 +
2M

r



 (dr2 + r2dΩ2). (4.28)

Подставив компоненты метрики (4.28) в (4.24) в качестве gµν и соответ-
ствующее выражение для скаляра Риччи в качестве R, получим члены
разложения Феффермана-Грэхема. После этого приведем уравнения по-
ля (4.19) к виду (4.4) и рассмотрим значения различных составляющих
тензора энергии-импульса аналогично тому, как это было сделано для
уравнений поля Гаусса-Бонне (4.13) в предыдущем пункте.

Поскольку T brane
µν � тензор энергии-импульса материи на бране, его

вид должен соответствовать тензору энергии-импульса идеальной жид-
кости (2.77). Для остальных слагаемых получим

TCFT
µν −

1

2
gµνT

CFT ∼
1

r4, (4.29)

aµν −
1

2
gµνa ∼

1

r6, (4.30)
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bµν −
1

2
gµνb ∼

1

r6. (4.31)

Таким образом, только тензор энергии-импульса конформной теории по-
ля TCFT

µν имеет значение для постньютоновской параметризации реше-
ния, причем только для возмущения метрики h(2)

00 , в то время как вклад
тензоров aµν и bµν оказывается за пределами требуемых порядков по 1/r.

Чтобы найти возмущения метрики во втором порядке по 1/r, требу-
ется решить уравнение

−
1

2
∇2

�
h(2)

00 + 2U 2 − 8Φ2

�
=

= 4πG4 ρ



1 + 2



v2 − U +
Π

2
+

3

2

p

ρ







−

− �2 4

l

G4

G5

121

144

M 4

r4 sin2 θ.

(4.32)

Учитывая, что [78]

G4 =
2G5

l
→

G4

G5
=

2

l
, (4.33)

получим

h00 = 2U − 2U 2 + 4Φ1 + 4Φ2 + 2Φ3 + 6Φ4 +
121

27

�2

l2
M 2U 2, (4.34)

hCFT
00 =

121

27

�2

l2
M 2U 2. (4.35)

Выражения для других компонент возмущения метрики h0j и hij не от-
личаются от предсказаний общей теории относительности, поэтому па-
раметр Эддингтона γ = 1, а параметры α1 = α2 = α3 = ζ1 = ξ = 0.

Для интерпретации результатов необходимо сопоставить разложение
(4.33) со стандартной формой постньютоновского разложения метрики
(2.76). Учитывая физический смысл постньютоновских параметров, наи-
более логичным представляется считать, что присутствие члена TCFT

µν

оказывает влияние на значение эддингтоновского параметра β, харак-
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теризующего степень нелинейности закона суперпозиции для гравита-
ции [84]. В модели Рандалл-Сандрума гравитационное взаимодействие,
в отличие от остальных трех фундаментальных взаимодействий, не лока-
лизовано на бране, а способно распространяться вдоль дополнительного
измерения, в то время как наличие привилегированной системы отсчета,
привилегированного положения или нарушение закона сохранения пол-
ного импульса не являются неотъемлемыми свойствами теории. С другой
стороны, эддингтоновские параметры β и γ являются для постньютонов-
ского разложения основными, так что их значения интересны в первую
очередь.

Итак, предположим, что наличие поправки hFW
00 отражается на зна-

чении параметра β, и решим следующее уравнение:

− 2βU 2 + 2
�
3− 2β + 1

�
(Φ2)

2 = − 2U 2 + 4Φ2 +
121

27

�2

l2
M 2U 2, (4.36)

где левая часть составлена из членов постньютоновского разложения для
g00 (2.76), содержащих параметр β в качестве коэффициента, а правая �
из членов полученного нами разложения (4.34), коэффициенты которых
также должны содержать зависимость от β. Чтобы решить уравнение
(4.36), найдем явный вид постньютоновского потенциала Φ2 аналогично
тому, как мы рассматривали зависимость гравитационного потенциала
U и плотности материи ρ (4.6). Для этого вновь используем дифферен-
циальные соотношения для постньютоновских функционалов (2.75), со-
гласно которым

∇2Φ2 = − 4πρU,

Φ2 =

� ρ�U �

|x− x�| d3x�.
(4.37)

Для сферически-симметричной метрики получим

Φ2 =
M 2

2r2 =
U 2

2
. (4.38)

Тогда решение уравнения (4.36) имеет вид
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β = 1−
121

108

�2

l2
M 2. (4.39)

где l � AdS-радиус, а M � масса центрального тела (в нашем случае это
Солнце), нормированная на массу Планка. Вспомним, что � � бесконечно
малая величина, которая служит коэффициентом возмущения метрики
в разложении Феффермана-Грэхема g(0)

µν = gµν + �2hµν в некоей конеч-
ной окрестности � = 0 [77]. Кроме того, она характеризует смещение
местоположения браны от z = 0, то есть ее координату в дополнитель-
ном измерении, так как решение Фигераса-Вайсмана было получено в
предположении z = �. В силу всего вышесказанного, можно утверждать,
что значения l, � и M действительные, тогда комбинация �2M 2/l2 > 0,
т. е. β < 1. В этом также можно убедиться, если выразить (4.39) через
космологическую постоянную в балке Λ. Поскольку [79]

Λ = −
d(d− 1)

2l2
→ l2 = −

d(d− 1)

2Λ
, (4.40)

где d � количество измерений на бране, т. е. d = 4, то

β = 1 +
121

648
Λ�2M 2. (4.41)

В силу того, что Λ < 0, комбинация Λ�2M 2 < 0 и β < 1.
Согласно экспериментальным данным по измерению постньютонов-

ских параметров в Солнечной системе, β = 1 + 1.1 · 10−4 (Табл. 1).
Эта величина является верхним ограничением на возможное значение
β, однако ее, тем не менее, можно использовать для получения возмож-
ных ограничений для решения Фигераса-Вайсмана. Область допустимых
значений AdS-радуса l лежит за пределом расстояний, для которых про-
верен закон тяготения Ньютона, т. е. l < 55 мкм [100]. Поскольку β �= 0,
полученная к ней поправка не должна превышать единицу. Для самой
грубой оценки будем считать, что
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121

108

�2

l2
M 2 < 0.1. (4.42)

Тогда, взяв в качестве M массу Солнца, выраженную в массах Планка,
а в качестве l верхнюю границу допустимых значений AdS-радиуса (55

мкм), можно получить ограничение � < 1.8×10−44 метра. Поскольку эта
величина оказывается меньше планковской длины, подтверждается из-
начальный смысл � как координаты браны в дополнительном измерении,
т.е. в действительности � = 0.

Таким образом, решение Фигераса-Вайсмана для черных дыр в мо-
дели Рандалл-Сандрума II хорошо согласуется с общей теорией относи-
тельности в постньютоновском пределе. В силу того, что гравитационное
взаимодействие не локализовано на бране, подобно слабому, сильному и
электромагнитному, а способно распространяться вдоль дополнительно-
го измерения, возможен эффект отрицательного нарушения линейности
закона суперпозиции для гравитации, что выражается в том, что значе-
ние параметра β, описывающего это свойство модели, может быть мень-
ше единицы. Однако с учетом смысла входящих в поправку к β парамет-
ров решения, отклонение от общей теории относительности, для которой
β = 1, не играет заметной роли, следовательно, эффект нелинейности су-
перпозиции для гравитации не может быть зарегистрирован с помощью
экспериментов в Солнечной системе.

4.4.2. Решение Абдолрахими-Пейджа

Рассмотрим теперь другое решение для больших черных в модели
Рандалл-Сандрума II, которое было получено Абдолрахими, Каттоеном,
Пейджем и Ягхупуром-Тари [82, 83]:

ds2 = −



1−
2M

r̃



 dt2 +



r̃2 +
F

(−Λ)



 dΩ2 + (4.43)
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+



1−
1

(−Λr̃2)

r̃ − 2M

r̃ − 1.5M



F − r̃
dF

dr̃











1−
2M

r̃




−1

dr̃2,

где Λ � космологическая постоянная в балке, а F � найденный численно
полином, который стремится к единице при r̃ →∞ (2.54).

Прежде всего следует привести решение (4.43) к изотропному виду и
разложить полученный результат в ряд Тейлора аналогично тому, как
это было сделано для метрики Шварцшильда (4.28), когда мы обсуждали
решение Фигераса-Вайсмана. Чтобы найти переходную функцию y(r) =

r̃, которая связывает изотропную радиальную координату r с обычной
радиальной координатой r̃, требуется решить уравнение

dy(r)

dr
=

1

r

����g22(r)

g11(r)
,

g11(r) =



1−
1

(−Λy(r)2)

y(r)− 2M

y(r)− 1.5M



F − y(r)
dF

dy(r)







×

×



1−
2M

y(r)




−1

,

g22(r) = y(r)2 +
F

(−Λ)
,

(4.44)

где в качестве F взяты только ведущие члены полинома F11 (2.54). Наи-
лучшей аппроксимацией решения данного дифференциального уравне-
ния, является соотношение

y(r) = r



1 +
M

2M
+

1

Λr2




2

. (4.45)

Тогда компоненты метрики приобретают вид:

g00 = − 1 +
2M

r
−

2M 2

r2 +



−
4M

Λ
+ 1.5M 3



 1

r3 + . . . ,
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g11 = 1 +
2M

r
+

2M 2 + 1
Λ

r2 +



−
9M

Λ
+ 1.5M 3



 1

r3 + . . . ,

g22 =



1 +
2M

r
+

1.5M 2 + 3
Λ

r2 +



8M

Λ
+

M 3

2



 1

r3 + . . .



 r2,

g33 =



1 +
2M

r
+

1.5M 2 + 3
Λ

r2 +



8M

Λ
+

M 3

2



 1

r3 + . . .



 r2 sin θ.

(4.46)

Разложение (4.46) совпадает с разложением метрики Шварцшильда, за-
писанной в изотропическом виде, в постньютоновских порядках по r

(до 1/r2 для g00 и до 1/r для gij включительно). Отличия, обуслов-
ленные присутствием в решении (4.43) космологической постоянной в
балке, полинома F и множителя (r̃− 2M)/(r̃− 1.5M) появляются толь-
ко в члене порядка 1/r3 для g00 и 1/r2 для gij. Таким образом, реше-
ние Абдолрахими-Пейджа в постньютоновской параметризации должно
полностью совпадать с предсказаниями общей теории относительности.
Чтобы убедиться в этом, рассмотрим эффективные четырехмерные урав-
нения поля на бране, поскольку они содержат дополнительные члены,
обусловленные наличием дополнительного измерения и способные ока-
зать влияние на конечный результат.

В работах Абдолрахими, Пейджа и др. [82, 83] не были приведены
уравнения поля, соответствующие полученному авторами решению (4.43),
поэтому воспользуемся самыми общими уравнениями Широмизу, Маэды
и др. [101–103]:

(4)Gµν = − Λ4gµν + 8πGNTmatter
µν + κ4

5πµν − Eµν, (4.47)

где

κ2
4 =

8π

((4)Mpl)2, (4.48)

κ2
5 =

8π

((5)Mpl)3, (4.49)
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λ =
6

κ2
5l

, (4.50)

πµν = −
1

4
TµαT α

ν +
1

12
TTµν +

1

8
gµνTαβT

αβ −
1

24
gµνT

2, (4.51)

(5)Mpl � пятимерная масса Планка, Eµν � часть пятимерного тензора
Вейля, λ � вакуумная энергия на бране.

Прежде всего, для балка, пространство которого является анти-де
ситтеровским, Eµν = 0 [102]. За Tmatter

µν , как и ранее, обозначен тензор
энергии-импульса материи, поэтому его рассмотрение приводит к стан-
дартному постньютоновскому разложению (2.77). Поскольку πµν явля-
ется квадратичной поправкой к тензору энергии-импульса и в случае
идеальной жидкости имеет вид [102]

πµν = −
1

12
ρ2uµuν +

1

12
ρ(ρ + 2p)[gµν + uµuν] ∼

1

r6, (4.52)

поправка, обусловленная этим членом, заведомо окажется за рамками
постньютоновского предела аналогично случаю Гаусса-Бонне. Оставше-
еся слагаемое в правой части уравнений поля (4.46) содержит метрику,
которая является асимптотически шварцшильдовской. Тогда в результа-
те решения уравнений (4.8–4.11) в соотношениях для постньютоновских
поправок появятся члены порядка r и r2. При больших r такие выраже-
ния очевидно расходятся, что не удовлетворяет требованиями парамет-
ризованного постньютоновского формализма. Поэтому мы вынуждены
исключить член Λ4gµν из рассмотрения уравнений поля. Из всего выше-
сказанного следует, что единственный нетривиальный вклад в разложе-
ние решения Абдорахими-Пейджа обеспечивает квадратичная поправка
тензора энергии-импульса πµν, которой соответствует возмущение мет-
рики

hAP
00 =

M 2l2

12m4
plr

4. (4.53)

Таким образом, решение Абдолрахими-Пейджа полностью согласует-
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ся с общей теорией относительности с точностью до третьего постнью-
тоновского порядка.

4.5. Выводы к главе 4

На основании исследования постньютоновского разложения низко-
энергетического эффективного предела струнной гравитации и решений
модели Рандалл-Сандрума для больших черных дыр показано, что пред-
сказания моделей с поправками по кривизне и дополнительным неком-
пактным измерением полностью согласуются с общей теорией относи-
тельности в пределах современных измерений в Солнечной системе. Для
решения Фигераса-Вайсмана в модели Рандалл-Сандрума II с одной бра-
ной продемонстрирована возможность слабого эффекта отрицательной
нелинейности суперпозиции для гравитации. Для решения Гаусса-Бонне
в рамках эффективного предела струнной гравитации и решения Абдол-
рахими-Пейджа в модели Рандалл-Сандрума II показано полное соот-
ветствие общей теории относительности с точностью до третьего пост-
ньютоновского порядка. Вывод для струнной гравитации распространен
на модели f(R) с ньютоновским пределом.

Помимо первого порядка для разработанного Уиллом постньютонов-
ского разложения, о котором до сих пор шла речь, рассматриваются так-
же второй [104–107] и третий постньютоновские порядки. Однако дан-
ные методы описания гравитации в корне отличаются от подхода Уил-
ла. Прежде всего, их задачей является учет эффектов гравитационного
излучения, т. е. они предназначены для работы в приближении силь-
ного поля. Кроме того, они рассматривают следующие порядки мало-
сти (2ПН, 3ПН и т. д.) для общей теории относительности, т. е. опи-
сывают эйнштейновское гравитационное излучение и не предназначены
для сравнения различных расширений теории относительности между
собой. Поскольку полученные нами в данной главе поправки к пост-
ньютоновскому разложению сферически-симметричных решений Гаусса-
Бонне и Рандалл-Сандрума, как правило, имеют порядок малости по 1/r

при r → ∞, лежащий за рамками первого постньютоновского предела,
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очевидно, что экспериментально регистрируемые отличия от общей тео-
рии относительности разумно искать в следующих пределах. Приближе-
ние сильного поля и рассмотрение эффектов гравитационного излучения
подходят для этого как нельзя лучше, поскольку учитывают члены тре-
буемых порядков по 1/r при r → ∞. Однако формализм для общего
описания различных теорий и сравнения их друг с другом в этом пре-
деле находится в стадии разработки. Поэтому экспериментальная про-
верка и ограничение параметров гравитационных моделей их данных
наблюдений в пределе сильного поля является предметом отдельного
рассмотрения и на данный момент требует индивидуального подхода в
исследовании каждой модели.
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5. Кротовые норы в теории Бранса-Дикке

5.1. Постановка задачи

Впервые возможность существования пространственной геометрии в
виде туннеля, соединяющего два мира, обсуждал еще в 1916 году ав-
стрийский физик Фламм [108]. В 1935 году Эйнштейн и математик Ро-
зен [109] обратили внимание на то, что простейшие решения уравнений
общей теории относительности, описывающие изолированные нейтраль-
ные или электрически заряженные источники гравитационного поля,
имеют пространственную структуру �моста�, почти гладким образом со-
единяющего две Вселенные � два одинаковых асимптотически плоских
пространства-времени � или разные области одной и той же Вселен-
ной, в общем случае, в разные времена [110]. Позднее пространственные
структуры подобного рода получили название �кротовые норы�. Эйн-
штейн и Розен даже рассматривали возможность применения таких �мо-
стов� для описания элементарных частиц [111]. Однако, при всей своей
привлекательности, данная модель не прижилась в физике элементар-
ных частиц. Например, �мостам� Эйнштейна-Розена трудно приписать
квантовые свойства, без которых рассмотрение на соответствующем мас-
штабе невозможно. Кроме того, при некоторых значениях масс и заря-
дов частиц мост Эйнштейна-Розена вообще не образуется, вместо этого
�электрическое� решение предсказывает так называемую �голую� син-
гулярность. То, что Эйнштейн и Розен рассматривали как горловину
(то есть самое узкое место �моста�), на самом деле оказалось горизон-
том событий черной дыры. При приближении путешественника к нему
приливные гравитационные силы становятся слишком большими. Кроме
того, горизонт событий � это �односторонняя мембрана�: свет может по-
пасть в черную дыру, но не может выйти из нее. Таким образом, черную
дыру Шварцшильда можно рассматривать как непроходимую кротовую
нору. Черная дыра Райсснера-Нордстрема устроена сложнее, но тоже
непроходима. В 1957 году вышла работа Мизнера и Уилера, где был вве-
ден термин �кротовая нора� [112,113]. Но уилеровские кротовые норы �
микроскопические, т. е. не позволяют путешествовать макроскопическим

81



объектам.
В дальнейшем обсуждалось множество решений типа �кротовая но-

ра�, особенно в расширенных теориях гравитации: кротовые норы с без-
массовым фантомным скалярным полем [114, 115]; первые многомерные
кротовые норы [116–118]; решения типа �кротовая нора� в теориях с
большим числом размерностей [119, 120]; кротовые норы в моделях ми-
ра на бране [50, 121–123]; кротовые норы в полуклассической гравита-
ции [124]; решения, тензоры энергии-импульса которых, � уравнения со-
стояния вещества, полученные в различных космологических моделях
для темной энергии [125].

Особенно интересно искать решения типа �кротовая нора� в расши-
ренных теориях гравитации, так как в них описание всех �экзотических�
свойств может быть включено либо в более высокие по кривизне члены,
либо в дополнительные поля. Неизбежно возникает вопрос, можно ли с
помощью наблюдений отличить кротовые норы в разных теориях грави-
тации.

Согласно последним наблюдениям, вокруг большинства галактиче-
ских ядер имеется аккреционный газовый диск [126]. В работах Хар-
ко, Ковакса и Лобо были вычислены потоки при аккреции на кротовую
нору в общей теории относительности со сферически-симметричной и
аксиально-симметричной метриками [127,128]. При этом было показано,
что данная величина может отличаться на порядки для разных типов
кротовых нор. Важные исследования в области астрофизики кротовых
нор были проведены Новиковым, Кардашевым и Шацким [89, 129, 130].
На основании исследования модели сферически-симметричной магнит-
ной кротовой норы был сделан вывод о возможности обнаружения среди
известных галактических и внегалактических объектов, обычно отож-
дествляемых с черными дырами звездных масс и массами порядка ядер
галактик, нового типа первичных космологических объектов � входов в
кротовые норы или специфических черных дыр, образовавшихся из кро-
товых нор [129]. Авторами также было получено аналитическое решение,
описывающее сферически-симметричную статическую и динамическую
кротовую нору, в общем случае являющуюся проходимой [130]. Показа-
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но, что это решение оказывается сферической моделью Мультивселенной
с бесконечным числом сферических Вселенных, соединенных кротовыми
норами, которая может не находиться в равновесии (т. е. быть динамиче-
ской). В работе [89] рассмотрено гравитационное линзирование для света,
распространяющегося через кротовые норы, и найдены принципиальные
и характерные особенности электромагнитного излучения, проходящего
через кротовые норы.

Целью данной главы является исследование геометрических свойств
кротовой норы Бранса-Дикке. Рассматриваются такие параметры как
размер горловины кротовой норы и максимальный прицельный пара-
метр. В совокупности с результатами рассмотрения особенностей аккре-
ции на кротовую нору Бранса-Дикке в сравнении с кротовой норой в
общей теории относительности и черной дырой Шварцшильда сделан
вывод о фундаментальной роли данного компактного объекта в расши-
ренной гравитации [90].

Решение, описывающее кротовую нору в теории Бранса-Дикке, имеет
вид:

ds2 = −



1− 1/x

1 + 1/x




2l

dt2 +



1 +
1

x




4 �

1− 1/x

1 + 1/x

�n

×

× (dr2 + r2dΩ2),

φ = φ0



1− 1/x

1 + 1/x




p

,

x = r/B, l = 1/λ, n = (λ− C − 1)/λ, p = C/λ,

(5.1)

где r � радиальная изотропная координата, ω � постоянная Бранса-
Дикке, а λ, B и C подчиняются следующим соотношениям [46]:

λ =

�
2ω + 3

2ω + 4
, (5.2)

B =
M

2φ0

�
2ω + 4

2ω + 3
, (5.3)
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C = −
1

ω + 2
. (5.4)

Заметим, что метрика Бранса-Дикке асимптотически переходит в мет-
рику Шварцшильда

ds2 =





1−
rg

4ρ

1 +
rg

4ρ





2

dt2 −



1−
rg

4ρ




4
�
dρ2 + ρ2dΩ2�

при ω → ±∞, при этом случай + ∞ соответствует решению типа �чер-
ная дыра�, а в случае − ∞ возможно существование кротовых нор. То-
гда, соответственно, λ → 1, C → 0, а B → M/2.

В нашей задаче необходимо, чтобы значение параметра Бранса-Дикке
допускало существование проходимых кротовых нор [50] и не противо-
речило экспериментальным данным (Кассини-Гюйгенс) [51,52]. Поэтому
мы рассматриваем область значений ω < −9000.

5.2. Аккреция на кротовые норы Бранса-Дикке

Основной величиной, характеризующей аккрецию, является поток энер-
гии, которая излучается аккреционным диском, поскольку его значение
может быть получено из данных астрономических наблюдений. В нашей
работе мы будем придерживаться стационарной модели дисковой аккре-
ции, в которой предполагается, что:

• диск находится в гидродинамическом равновесии;

• градиент температуры и вертикальный градиент энтропии прене-
брежимо малы;

• диск излучает как черное тело;

• скорость аккреции Ṁ0 постоянна и не меняется со временем;

• все физические величины, описывающие вращающуюся плазму, усред-
няются по характерному времени, азимутальному углу ϕ = 2π и по
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высоте H;

• на высоких орбитах частицы движутся по законам Кеплера.

Также будем считать, аккреционный диск тонкий, т. е. большинство ча-
стиц движется в экваториальной плоскости θ = π/2, и что на последней
устойчивой орбите частицы падают сразу на массивный объект, не взаи-
модействуя с соседними слоями диска, т. е. на внутренней границе диска
тензор напряжений равен нулю. Тогда поток энергии от аккреционного
диска может быть вычислен следующим образом:

F (r) = −
Ṁ0

4π
√−g

Ω,r

(Ẽ − ΩL̃)2

r�

rms

(Ẽ − ΩL̃) L̃,r dr. (5.5)

Здесь rms � радиус последней устойчивой орбиты, а Ẽ, L̃ и Ω � энергия,
угловой момент и угловая скорость частиц соответственно. Для крото-
вых нор Бранса-Дикке эти величины имеют вид:

Ẽ =



x− λ

x + λ




l
����x2 + λ2 − 2x (C + 1)

x2 + λ2 − 2x (C + 2)
,

L̃ =

�
2

x
B

x2 − λ2

�
x2 + λ2 − 2x (C + 2)



x + λ

x− λ




l+p

,

Ω =
x

B

1

x2 − λ2

���� 2x

x2 + λ2 − 2x (C + 1)



x− λ

x + λ




p+2l

.

(5.6)

Радиус последней устойчивой орбиты может быть найден путем числен-
ного решения уравнения

Ẽ2gϕϕ,rr + 2ẼL̃gtϕ,rr + L̃2gtt,r − (g2
tϕ − gttgϕϕ),rr = 0. (5.7)

Тогда внутренняя граница аккреционного диска в теории Бранса-Дикке
равна rBD

ms ≈ 5M . Подставляя этот результат и выражения (5.6) в (5.5),
можно получить численное значение потока энергии, излучаемой с по-
верхности диска при аккреции на кротовую нору Бранса-Дикке.
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Рис. 9. Поток энергии аккреционного диска при аккреции на кротовую нору в
сферически-симметричной модели общей теории относительности (a), черную дыру
Шварцшильда (б) и кротовую нору в теории Бранса-Дикке (в)

86



Значения потока энергии F (r) для кротовой норы в теории Бранса-
Дикке в сравнении с кротовой норой в общей теории относительности и
черной дырой Шварцшильда приведены на графике (Рис. 9). Поскольку
по оси x отложено координатное расстояние, для корректного сравнения
нужно выполнить переход к физическим расстояниям. Однако в силу
того, что наблюдатель на бесконечности регистрирует интегральный по-
ток, пропорциональный максимуму потока энергии, сравнение этих мак-
симумов позволит получить достаточно корректную картину.

На графике (Рис. 9) видно, что максимум потока при аккреции на
сферически-симметричную кротовую нору в общей теории относитель-
ности на порядок больше, чем в случае как сферически-симметричной
кротовой норы в теории Бранса-Дикке, так и черной дыры Шварцшиль-
да. Максимумы излучения черной дыры и кротовой норы Бранса-Дикке
очень близки.

Заметим также, что радиус последней устойчивой орбиты аккреци-
онного диска вокруг кротовой норы Бранса-Дикке rBD

ms ≈ 5M весьма
незначительно отличается от радиуса последней устойчивой орбиты в
случае черной дыры Шварцшильда (rSch

ms = 6M), в то время как для
кротовой норы в общей теории относительности эта величина заметно
меньше (Рис. 9).

5.3. Геометрические свойства кротовых нор Бранса-Дикке

Поверхностью горловины кротовой норы называют поверхность с ми-
нимально возможной площадью, окружающую вход в другую Вселенную
или в другую область нашей Вселенной. Радиус горловины определяется
уравнением

∂

∂r
(gθθ)

������
r=r0

= 0. (5.8)

Тогда изотропная радиальная координата r в точке горловины выража-
ется следующим образом:
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Рис. 10. Зависимость горловины кротовой норы в расчете на единицу массы от па-
раметра ω в теории Бранса-Дикке (а и б � разные области значений ω).

r0 =

√
2B

2



2 |ω + 1| ±
√
−8− 6ω

�
(2ω + 3)(ω + 2)



 . (5.9)

В рассматриваемой области значений ω эта величина с достаточно боль-
шой точностью оказывается равной r0 = 2M (Рис. 10), то есть, она сов-
падает с размерами горизонта событий черной дыры Шварцшильда со-
ответствующей массы. Вблизи ω = −2, как и следует ожидать, значение
радиуса горловины расходится.

Другой важный аспект, связанный с кротовыми норами, � прохожде-

88



−10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2
0

2

4

6

8

10

−10 0−20−30−40−50

ω

ω

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

а

б

r0

M

r0

M

−5 −4 −3
ω
−2−6−7−8−9−10

0

5

10

15

20

hmax

M

hmax

M

б

−40−50 −30 −20 −10 0
0

2

4

6

а

1

3

5

ω

Рис. 11. Зависимость максимального прицельного параметра кротовой норы в расче-
те на единицу массы от параметра ω в теории Бранса-Дикке (а и б � разные области
значений ω).

ние света через горловину кротовой норы [129]. Найдем максимальный
прицельный параметр hmax, при котором можно увидеть звезды другой
Вселенной в теории Бранса-Дикке. При большом числе звезд яркость
проходящего через горловину света будет однородной, а при малом чис-
ле можно увидеть отдельные источники. Максимальный прицельный па-
раметр определяется через глобальный минимум, который можно найти
на всей области определения кротовой норы следующим образом:

h2
max = min (− gθθ/gtt) . (5.10)
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Результаты численного решения уравнения (5.10) для кротовой норы
Бранса-Дикке приведены на графике (Рис. 11). Почти на всей области
определения hBD

max ≈ 5.18M . Это значение с большой точностью совпада-
ет со значением аналогичной величины для черной дыры Шварцшильда
hBD

max = 3
√

3 ≈ 5.20. С другой стороны, полученный результат отличает
кротовую нору Бранса-Дикке от, например, магнитной кротовой норы,
для которой hmax = 4M . При ω = −2 имеет место особенность, обуслов-
ленная близостью границы области определения, но на нашем решении
эта особенность не сказывается, поскольку, как говорилось выше, нас ин-
тересуют отрицательные значения параметра Бранса-Дикке |ω| > 50000.

5.4. Выводы к главе 5

На основании изучения геометрических свойств кротовой норы в тео-
рии Бранса-Дикке и сопоставления полученных результатов с исследо-
ванием аккреции показано, что кротовая нора Бранса-Дикке может рас-
сматриваться как �квазишварцшильдовский� компактный объект. Ради-
ус последней устойчивой орбиты и максимальный прицельный параметр
кротовой норы Бранса-Дикке, также как и максимум потока энергии,
излучаемой аккреционным диском, с высокой точностью совпадают с
соответствующими величинами для черной дыры Шварцшильда той же
массы, а изотропная координата горловины равна гравитационному ра-
диусу. Также значения этих величины отличают кротовую нору в тео-
рии Бранса-Дикке, в общей теории относительности и в случае наличия
магнитного заряда. Поскольку самостоятельной модели Шварцшильда,
в которой описывались бы разные типы компактных объектов, не суще-
ствует, т. е. не может быть такого понятия как �кротовая нора Шварц-
шильда�, кротовая нора Бранса-Дикке может успешно рассматриваться
в этой роли, что делает ее одним из базовых решений в расширенной
гравитации. Таким образом, сопоставление результатов наблюдений от-
клонения света при прохождении через кротовую нору с предсказаниями
теорий позволит определить характеристики ее модели и, следовательно,
послужит свидетельством в пользу той или иной теории гравитации.
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6. Заключение

6.1. Выводы

В качестве выводов приводим положения, выносимые на защиту:

1) На основании исследования постньютоновского разложения низко-
энергетического эффективного предела струнной гравитации и ре-
шений модели Рандалл-Сандрума для больших черных дыр пока-
зано, что предсказания моделей с поправками по кривизне и до-
полнительным некомпактным измерением полностью согласуются с
общей теорией относительности в пределах современных измерений
в Солнечной системе. Для решения Фигераса-Вайсмана в модели
Рандалл-Сандрума II с одной браной продемонстрирована возмож-
ность слабого эффекта отрицательной нелинейности суперпозиции
для гравитации. Показано, с учетом смысла параметров решения,
отклонение от общей теории относительности не играет заметной
роли, следовательно, эффект нелинейности суперпозиции для гра-
витации не может быть зарегистрирован с помощью эксперимен-
тов в Солнечной системе. Для решения Гаусса-Бонне в рамках эф-
фективного предела струнной гравитации и решения Абдолрахими-
Пейджа в модели Рандалл-Сандрума II показано полное соответ-
ствие общей теории относительности до третьего постньютоновско-
го порядка. Таким образом, в рамках экспериментов по измерению
постньютоновских параметров в Солнечной системе отличие упо-
мянутых решений от общей теории относительности не может быть
обнаружено. Вывод для струнной гравитации обобщен на модели
f(R) с ньютоновским пределом [96–99].

2) На основании изучения геометрических свойств кротовой норы в
теории Бранса-Дикке и сопоставления полученных результатов с ис-
следованием аккреции показано, что кротовая нора Бранса-Дикке
может рассматриваться как �квазишварцшильдовский� компакт-
ный объект. Радиус последней устойчивой орбиты и максимальный
прицельный параметр кротовой норы Бранса-Дикке отличаются от
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соответствующих величин для черной дыры Шварцшильда той же
массы на 16.7% и 0.3% соответственно, а изотропная координата
горловины равна гравитационному радиусу. Также значения этих
величин отличают кротовую нору в теории Бранса-Дикке, в общей
теории относительности и в случае наличия магнитного заряда. По-
скольку самостоятельной модели Шварцшильда, в которой описы-
вались бы разные типы компактных объектов, не существует, т. е.
не может быть такого понятия как �кротовая нора Шварцшиль-
да�, кротовая нора Бранса-Дикке может успешно рассматриваться
в этой роли, что делает ее одним из базовых решений в расширенной
гравитации [90].

3) На основании исследования поведения инварианта кривизны под го-
ризонтом черной дыры Максвелла-Гаусса-Бонне установлено, при
магнитном заряде, превышающем критическое значение, возника-
ет центральная сингулярность, ограничивающая гладкое решение и
являющаяся нулем метрических функций g00 и g22. Причем нуль у
функции g22 соответствует тому, что это именно центральная син-
гулярность, аналогичная шварцшильдовской. Таким образом, при
заряде, который больше или равен критического, изменяется внут-
ренняя структура решения Максвелла-Гаусса-Бонне, однако описы-
ваемый им компактный объект остается обычной черной дырой, т.
е. никакой внутренней R-области (горловины, и как следствие про-
ходимости) не наблюдается. Следовательно, рассмотренное реше-
ние может быть зарегистрировано только в качестве черной дыры
Максвелла-Гаусса-Бонне как в жестком космическом излучении, так
и при наблюдении астрофизических объектов с магнитными свой-
ствами [22, 91].
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