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ÎÁÚÅÊÒÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

Ñïóòíèêè Ñàòóðíà
Ýëåìåíòû îðáèò

Ýêñöåí- Íàêëîí Ìàññà
Ñïóòíèê Á. ïîëóîñü òðè- ê ýêâ., â äîëÿõ

êì ñèòåò ãðàä ì. ïëàíåòû
Ìèìàñ 185540 0.0190 1.56 0.73× 10−7

Ýíöåëàä 238200 0.0049 0.03 0.25× 10−6

Òåôèÿ 294990 0.0000 1.10 0.11× 10−5

Äèîíà 377650 0.0022 0.01 0.19× 10−5

Ðåÿ 527370 0.0003 0.35 0.40× 10−5

Òèòàí 1221800 0.0291 0.30 0.21× 10−3

Ãèïåðèîí 1481100 0.1035 0.64 0.20× 10−6

ßïåò 3561850 0.0283 18.50 0.26× 10−5

Ôåáà 12893240 0.1756 173.73* 0.0

Ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ Ñàòóðíà 60268 êì.

ÑÈÑÒÅÌÀ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

Ñàòóðíîöåíòðè÷åñêàÿ, íåâðàùàþùàÿñÿ, öèëèíäðè÷åñêàÿ:

ρ, v, z

x = ρ cos v, y = ρ sin v, z

Ïëîñêîñòü x, y ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà Ñàòóðíà.
Îñü x → â âîñõîäÿùèé óçåë ýêâàòîðà Ñàòóðíà íà ãåîýêâàòîðå.
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ÌÎÄÅËÜ ÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ ÑÈË

1. Ïðèòÿæåíèå Ñàòóðíà. Ñàòóðí - îäíîðîäíûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ.
Çàäàíû ýêâàòîðèàëüíûé r0, ïîëÿðíûé c0 ðàäèóñû è ìàññà Ñàòóðíà.
Ìàëûé ïàðàìåòð â âîçìóùåíèÿõ îò íåñôåðè÷íîñòè Ñàòóðíà:

ε0 =
r2
0 − c2

0

r2
0

r2
0

a2
,

ãäå a - áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû ñïóòíèêà.

Äëÿ Ìèìàñà (ìàêñèìàëüíîå) ε0 = 0.002

2. Ïðèòÿæåíèå êîëüöà Ñàòóðíà.
Êîëüöî îäíîðîäíîå íóëåâîé òîëùèíû.
Çàäàíû âíóòðåííèé, âíåøíèé ðàäèóñû è ìàññà êîëüöà.
Ìàëûé ïàðàìåòð â âîçìóùåíèÿõ îò ïðèòÿæåíèÿ êîëüöà:

ìàññà êîëüöà = 0.37× 10−4

3. Âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ.

Ìàëûå ïàðàìåòðû � ìàññû ñïóòíèêîâ â äîëÿõ ìàññû Ñàòóðíà.

Ìàññà Òèòàíà: 0.0002

4. Ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà.

Ìàëûé ïàðàìåòð:
εs =

ms

m0

a3

R3
s

,

ãäå ms - ìàññà Ñîëíöà, m0 - ìàññà Ñàòóðíà, a - áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû
ñïóòíèêà, Rs - áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû Ñàòóðíà.

Äëÿ Ôåáû (ìàêñèìàëüíîå) εs = 0.0025
Äëÿ Òèòàíà εs = 2× 10−6
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Ïóáëèêàöèè 1945 ãîäà:
Ïîèñê ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå: → Îãðàíè÷åíèÿ íà ìîäåëü äåéñòâóþùèõ
ñèë:

1. Ïðèòÿæåíèå îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ - Ñàòóðíà.
2. Ïðèòÿæåíèå îäíîðîäíîãî ïëîñêîãî êðóãîâîãî êîëüöà Ñàòóðíà.
3. Ïðèòÿæåíèå îäíîðîäíûõ îäíîìåðíûõ êðóãîâûõ êîëåö, ëåæàùèõ

â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà Ñàòóðíà (ñïóòíèêè 1 - 7).
4. Ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ 8 è 9, äâèãàþùèõñÿ ïî çàäàííûì êåïëåðîâ-

ñêèì ñàòóðíîöåíòðè÷åñêîé îðáèòàì. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ îñðåäíåíà
ïî äîëãîòå âîçìóùàþùåãî ñïóòíèêà è ïî äîãîòå âîçìóùàåìîãî ñïóòíè-
êà.

5. Ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà, äâèãàþùåãîñÿ ïî çàäàííîé êåïëåðîâñêîé ñà-
òóðíîöåíòðè÷åñêîé îðáèòå. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ îñðåäíåíà ïî äîë-
ãîòå Ñîëíöà è ïî äîãîòå âîçìóùàåìîãî ñïóòíèêà.

Âñå ýòî äëÿ òîãî, ÷òîáû:
� ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñåëà òîëüêî îò ρ è z è
� ÿâëÿëàñü ÷åòíîé ôóíêöèåé îò z.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçëîæå-
íèå ñèëîâîé ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì z. Äàþòñÿ ôîðìóëû â îáùåì âèäå
äëÿ ÷ëåíîâ ëþáîé ñòåïåíè.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ:

ρ = a + x, z, v ,

ãäå a - çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ x, z . Ïîñëå èõ

ðåøåíèÿ ôóíêöèÿ v íàõîäèòñÿ êâàäðàòóðîé.
Óðàâíåíèÿ èìåþò ÷àñòíîå ðåøåíèå: x = 0, z = 0.
Ìåòîäîì Ëÿïóíîâà ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,

áëèçêèõ ê ðåøåíèþ x = 0, z = 0.
Ïðè ýòîì íå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðà-

ìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî âîçìóùàþùèé ôàêòîð.
Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì îòêëîíåíèé ðåøåíèÿ

îò ðåøåíèÿ x = 0, z = 0. Ôàêòè÷åñêè ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â âèäå ðÿäîâ
ïî ñòåïåíÿì íàêëîíîâ è ýêñöåíòðèñèòåòîâ îðáèò ñïóòíèêîâ.

Äâà âàðèàíòà ðåøåíèÿ.
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Ï å ð â û é â à ð è à í ò.
Ïëîñêèå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ z = 0 .

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ïîëàãàåì: ẋ0 = 0, x0 = σ (x0 - ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ).

Ðåøåíèå äëÿ x íàõîäèòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì
σ.

Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ - ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè âðåìåíè, ïðåäñòàâ-
ëåííûå â ÿâíîì âèäå êîíå÷íûìè îòðåçêàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ
ïî êðàòíûì îñíîâíîãî ïåðèîäà.

ßâíî âûïèñàíû ÷ëåíû äî 4-é ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îïèñàí
àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷ëåíîâ ëþáîãî ïîðÿäêà.

Ïåðèîä èçìåíåíèÿ x (à çíà÷èò è ρ) â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñ
ïåðèîäîì èçìåíåíèÿ v. Îäíàêî ïåðèîäû èçìåíåíèÿ x è v áëèçêè.

Ïîëó÷àþòñÿ ïåðèïëåãìàòè÷åñêèå (óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèå)
äâèæåíèÿ (ñòð. 204) → Ïëîñêàÿ íåçàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ,
ïëîòíî çàïîëíÿþùàÿ ïëîñêîå êîëüöî.
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Â ò î ð î é â à ð è à í ò.
Ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ïîëàãàåì: ż0 = 0, z0 = σ.
Ðåøåíèÿ äëÿ x è z íàõîäÿòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòå-

ïåíÿì σ.
Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ - ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè âðåìåíè ñ îäíèì è

òåì æå ïåðèîäîì äëÿ x è z.
Îíè ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîì âèäå êîíå÷íûìè îòðåçêàìè òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî êðàòíûì îñíîâíîãî ïåðèîäà.
ßâíî âûïèñàíû ÷ëåíû äî 4-é ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îïèñàí

àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷ëåíîâ ëþáîãî ïîðÿäêà.
Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè x íå ìîæåò áûòü âçÿòî ïðîèç-

âîëüíî. Îíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ z è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé (102) (Ñòð. 202), ïðè÷åì

x0 ∼ σ2.

Ïåðèîä èçìåíåíèÿ x è z (à çíà÷èò è ρ) â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò
ñ ïåðèîäîì èçìåíåíèÿ v.

Ïîëó÷àþòñÿ ïåðèïëåãìàòè÷åñêèå (óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèå)
ïðîñòðàíñòâåííûå äâèæåíèÿ.

Íåçàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ, ïëîòíî çàïîëíÿþùàÿ íåêîòî-
ðóþ ïîâåðõíîñòü âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.

"Óäîâëåòâîðèòåëüíîñòü èëè íåóäîâëåòâîðèòåëüíîñòü ïîëó÷åííîãî
äâèæåíèÿ âûÿñíèòñÿ, êîíå÷íî, ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïîñòðîåííîé òåîðèè ñ
íàáëþäåíèÿìè".
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Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê
ëþáûõ ðåøåíèé, áëèçêèõ ê ðåøåíèþ x = 0, z = 0
ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Äàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäîâ ïî öåëûì ïîëî-
æèòåëüíûì ñòåïåíÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé

x0, z0, ẋ0, ż0,

êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ âåëè÷èíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.
×ëåíû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ñîäåðæàò âðåìÿ òîëüêî ïîä çíà-

êîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðåøåíèå äëÿ x è z ïðåäñòàâëåíî
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè ñ äâóìÿ ÷àñòîòàìè n è m.

Â ñòàòüå íå ïîêàçàíî, êàêîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ v. Îäíàêî î÷å-
âèäíî, ÷òî ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ v íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîìáèíàöèåé ÷àñòîò
n è m. Òî åñòü ìû áóäåì èìåòü "òðåõ÷àñòîòíîå"ïðîñòðàíñòâåííîå ðå-
øåíèå ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

×ëåíû òðåòüåãî è ïîñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ ñîäåðæàò âðåìÿ âíå çíàêîâ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé � ñìåøàííûå ÷ëåíû .

×ëåíû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â x óæå ñîäåðæàò âåêîâîé ÷ëåí (Ñòð.
265). Ò. å. èìååì âåêîâîé ÷ëåí â áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñ êî-
ýôôèöèåíòîì 4-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ
îðáèò.

Ôàêò íàëè÷èÿ âåêîâûõ è ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ íå
çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèÿ òåîðèè íà îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Â ñèëó äîêàçàííîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ è ñõîäèìîñòè ðÿäîâ äëÿ
ëþáîãî çàäàííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ìîæíî äîñòè÷ü òðåáóåìîé òî÷íî-
ñòè, åñëè âçÿòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ â ðÿäàõ ïî ñòåïåíÿì íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé.
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Ïóáëèêàöèè 1960 ãîäà.

Ìîäåëü äåéñòâóþùèõ ñèë.
1. Ïðèòÿæåíèå îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ - Ñàòóðíà.
2. Ïðèòÿæåíèå îäíîðîäíîãî ïëîñêîãî êðóãîâîãî êîëüöà Ñàòóðíà.
3. Ïðèòÿæåíèå äðóãèõ ñïóòíèêîâ (áåç óïðîùåíèé).
4. Ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà, äâèãàþùåãîñÿ ïî çàäàííîé êåïëåðîâñêîé ñà-

òóðíîöåíòðè÷åñêîé îðáèòå.
Ïðîìåæóòî÷íîå äâèæåíèå - ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ïðèòÿæåíèå

Ñàòóðíà è êîëüöà.
Ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñè-

òåëüíî âîçìóùàþùèõ ìàññ (äðóãèõ ñïóòíèêîâ) è Ñîëíöà.
Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé âìåñòî êîîðäèíàò âîçìóùàåìûõ è âîç-

ìóùàþùèõ ñïóòíèêîâ ïîäñòàâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû èñõîäíîãî äâèæåíèÿ,
çà êîòîðîå ïðèíèìàþòñÿ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïî êðóãîâûì
êåïëåðîâñêèì îðáèòàì (äëÿ ñïóòíèêîâ 1 - 7).

Â âîçìóùåíèÿõ äâèæåíèÿ ïåðâûõ ñåìè ñïóòíèêîâ ïðåíåáðåãàåòñÿ
ïðèòÿæåíèåì Ôåáû.

Â âîçìóùåíèÿõ äâèæåíèÿ ßïåòà è Ôåáû ïðåíåáðåãàåòñÿ ïðèòÿæå-
íèåì ïåðâûõ ñåìè ñïóòíèêîâ.

Óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Îíè èìåþò âèä

d2(δρ)
dt2

+ m2δρ = R(t) ,

d2(δz)
dt2

+ n2δz = Z(t) .

Çíà÷åíèÿ m è n áëèçêè ê çíà÷åíèþ ñðåäíåãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â
êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè âîêðóã òî÷å÷íîé ïëàíåòû.

Îòëè÷èå m îò n îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ñæàòèÿ Ñàòóðíà è ïðèòÿæå-
íèÿ êîëåö.

Âî âçàèìíûõ âîçìóùåíèÿõ ïåðâûõ ñåìè ñïóòíèêîâ δz = 0.
Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ. Ðåøåíèå ñîäåðæèò

îäèí òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ÷ëåí ñ ÷àñòîòîé m äëÿ δρ è δv , à òàêæå áåñ-
êîíå÷íûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû ïî êðàòíûì ðàçíîñòè äîëãîò âîç-
ìóùàåìîãî è âîçìóùàþùåãî ñïóòíèêîâ. Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ ñîñòàâ-
ëÿþòñÿ èç êîìáèíàöèé êîýôôèöèåíòîâ Ëàïëàñà.

Äàåòñÿ îáùèé âèä ôîðìóë äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Ôàêòè÷åñêè ìàëûì ïàðàìåòðîì â ðÿäàõ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå áîëü-
øèõ ïîëóîñåé îðáèò âîçìóùàåìîãî è âîçìóùàþùåãî ñïóòíèêîâ. ×èñ-
ëåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ îòíîøåíèé íà ñàìîì äåëå íå ìàëû. Îäíàêî êî-
ýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ëàïëàñà â î áùåì âèäå.

Âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà ñîäåðæàò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû ïî êðàò-
íûì ÷àñòîòàì îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà è Ñîëíöà è êîìáèíàöèÿì ýòèõ ÷à-
ñòîò. Èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà îð-
áèòû Ñîëíöà.

Ïðè îïðåäåëåíèè âîçìóùåíèé îò Ñîëíöà â êîîðäèíàòàõ ñïóòíèêîâ
ßïåò è Ôåáà â èñõîäíîì äâèæåíèè ïðåíåáðåãàåòñÿ ñæàòèåì ïëàíåòû è
ïðèòÿæåíèåì êîëüöà. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ n = m. Â èòîãå â âîçìóùåíèÿõ
δz âîçíèêàþò ñìåøàííûå ÷ëåíû òèïà t sin t.

Äëÿ ïåðâûõ ñåìè ñïóòíèêîâ
"ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âëèÿíèå ñæàòèÿ ïëàíåòû êàê áû ïåðåâåøèâàåò
âëèÿíèå Ñîëíöà è íå ïîçâîëÿåò ñïóòíèêó óäàëÿòüñÿ îò ýêâàòîðèàëüíîé
ïëîñêîñòè ïëàíåòû. Äëÿ ßïåòà è Ôåáû, íàîáîðîò, âëèÿíèå ñæàòèÿ ïëà-
íåòû íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à òîãäà â âûðàæåíèè
äëÿ δz ñåé÷àñ æå ïîÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûå âåêîâûå ÷ëåíû, ïðèâîäÿùèå ê
ïîñòåïåííîìó óìåíüøåíèþ èëè óâåëè÷åíèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî íàêëîíà
îñêóëèðóþùåé îðáèòû."

Â 50-å ãîäû À.È.Ðûáàêîâûì ïî ôîðìóëàì òåîðèè Ã.Í.Äóáîøèíà áû-
ëè âû÷èñëåíû êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèå äâèæåíèå ñïóò-
íèêîâ. Çà èñõîäíûå äàííûå áûëè âçÿòû ïàðàìåòðû ñðåäíèõ îðáèò, íàé-
äåííûå èç íàáëþäåíèé.

Å.Ï.Àêñåíîâ:
"È âñå æå ýòè òðóäû íå çàâåðøèëèñü óñïåõîì. Òåîðèÿ ïëîõî ïðåäñòàâ-
ëÿëà íàáëþäåíèÿ".

Ïðè÷èíû äâå.
1. Íóæíî óòî÷íÿòü èç íàáëþäåíèé íåïîñðåäñòâåííî ïàðàìåòðû ïðèìå-
íÿåìîé òåîðèè.
2. Íàëè÷èå ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ.

Å.Ï.Àêñåíîâ:
"Óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê ñîâñåì íåòðóäíî, åñëè, íàïðèìåð âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ìåòîäîì, ïîäîáíûì ìåòîäó Õèëëà â òåîðèè äâèæåíèÿ Ëóíû.
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